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Forord

Detta material &r avsett att introducera matematik for nya universitets- och hogskolestudenter och
ar skrivet som kurslitteratur till Férberedande kurs i matematik, som &r en distanskurs utvecklad
av Stockholms universitet. Kursen riktar sig till nya studenter i &mnet samt till de som vill fa en
djupare bild av matematiken. Materialet repeterar till viss del grundlaggande gymnasiematematik
pa universitetsvis, men tar ocksa upp en hel del nya saker som vi tror att ldsaren kommer att ha
stor nytta av vid kommande matematikstudier vid universitet eller hogskola. Lésaren forutsitts ha
kunskaper i &mnet minst motsvarandes gymnasiets Matematik C eller Matematik 3b/3c.

Materialet &r organiserat i tre kapitel. Vart och ett av dessa tre kapitel &r indelade i mindre
avsnitt. Efter de flesta delavsnitt finns 6vningar som ldsaren med fordel kan gora for att kontrollera
att han eller hon forstatt de olika begreppen och metoderna fran avsnittet. Alla 6vningar ar tdnkta
att goras utan hjilp av minirédknare eller dator.

Kapitel 1 bestar till stor del av en presentation av olika tal, samt regler for hur man réknar
med dessa. Kapitlet utgar fran de positiva heltalen och motiverar en rad utvidgningar for att till
slut komma fram till de komplexa talen.

I kapitel 2 behandlas algebra och kombinatorik. Kapitlet avslutas med en diskussion av nagra
logiska symboler.

I kapitel 3 introduceras méngdlara. Med hjilp av méngdléara definierar vi funktionsbegreppet
och gar sedan igenom de vanligaste funktionerna. Vi anvénder dérefter teorin fran grinsvéirden for
att definiera derivata. Vi definierar slutligen begreppet integral som ett gréinsvirde av 6ver- och
undersummor. Kapitlet behandlar dven olikheter, absolutbelopp och trigonometri.

Detta dr den sjitte upplagan av kursmaterialet och &r till innehallet i princip identisk med den
femte upplagan bortsett fran att en del tryckfel har rittats.
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1 Tal

Det forsta kapitlet handlar om rédkning med olika typer av tal.

1.1 De positiva heltalen och de naturliga talen

Vi borjar med de tal man stoter pa dagligen, ndmligen positiva heltal. Det ar tal som riknar hela
antal. Mangden av de positiva heltalen betecknas Z, och

Z. ={1,2,3,4,...}.

Med de positiva heltalen saknar vi mojlighet att uttrycka "ingenting”. Dérfor infor vi de naturliga
talen som &r de positiva heltalen inklusive talet nolﬂ Vi betecknar de naturliga talen med symbolen
N och

N=1{0,1,2,3...}.

Det &r bara nollan som skiljer N fran Z, . Eftersom alla tal som finns 1 Z; ocksa finns i N sa &r
Z4 en delmédngd av N, vilket vi skriver som

Z, CN.

Vad ér det egentligen vi gor nédr vi adderar tva naturliga tal? Varfor &r till exempel 4 +1 = 57
Svaret ar att vi har definierat att addition med 1 ger nésta tal i uppriakningen 0,1,2,3,4,5,....
Betraktar vi talen som utplacerade pa en linje kan vi ténka oss addition med 1 som att ga ett steg
till hoger pa den linjen. Att 4 + 4 = 8 beror pa att nér vi flyttar oss fyra steg till hoger fran 4 sa
kommer vi att hamna pa 8.

Eftersom vi hela tiden ror oss till hoger pa linjen nér vi adderar naturliga tal sa kommer vi
alltid att fa ett nytt naturligt tal. Vi siger att de naturliga talen &r slutna under addition.

Multiplikation betraktar vi som upprepad addition:

a-b=a+---+a.
—_——
b stycken

Vi har visat att de naturliga talen #r slutna under addition och eftersom multiplikation &r
upprepad addition sa foljer det att de naturliga talen &r slutna #ven under multiplikation.

Nér vi subtraherar ett naturligt tal fran ett annat ror vi oss till vinster pa tallinjen. Om vi
ska rikna ut 4 — 5 sa startar vi pa position fyra och rér oss fem steg at vinster. Men de naturliga
talen “slutar” vid noll. De naturliga talen ar alltsa inte slutna under subtraktion. Sa vi utvidgar
de naturliga talen till heltalen .

1.2 Heltalen
Med de hela talen menas méngden
{..,=3,-2,-1,0,1,2,3,...}
och denna betecknas Z (fran tyskans "Zahlen”). Det giller alltsa att
Z4+ CNCZ.

Med de hela talen 16ser vi problemet med subtraktionen 4 — 5 eftersom vi nu kan réra oss till
vénster om noll.

Subtraktion med ett negativt tal —a definierar vi som att ga a steg till hoger pa tallinjen.
Uttrycket 5 — (—3) &r saledes lika med 5+ 3. Nér vi subtraherar ett heltal fran ett annat heltal far
vi ett nytt heltal. De hela talen &r alltsa slutna under subtraktion.

Foljande lagar géller for addition av heltal.

INotationen #r inte helt vedertagen och i vissa sammanhang avser man med de naturliga talen endast de positiva
heltalen.



a+b=b+a Kommutativa lagen for addition
(a+b)+c=a+ (b+c) Associativa lagen for addition
—(—a)=a Negeringslagen

Pa grund av den associativa lagen &r det helt okej att skriva a + b + ¢ helt utan parentes,
eftersom det inte spelar nagon roll om vi forst ligger ihop a och b eller b och c.

Exempel 1.1. (5+4—3)+2=54 (4 —3+2) enligt den associativa lagen.
Exempel 1.2. 4 — (—4) = 4 + 4 = 8 enligt negeringslagen.

Vi har sett att multiplikation av positiva heltal &r en upprepad addition. Pa analogt vis kan vi
exempelvis tolka (—4) -5 som —4 —4 —4 — 4 — 4 = —20.
Foljande lagar géller for multiplikation av heltal.

a-b=b-a Kommutativa lagen for multiplikation
(a-b)-c=a-(b-c) Associativa lagen for multiplikation
a-(b+¢c)=a-b+a-c Distributiva lagen

Den distributiva lagen behirskas vanligtvis bra fran vénster till hoger, men det &r viktigt att
dven kunna ga fran hoger till véinster, det vill sdga att skriva om uttryck pa formen a-b+ a- ¢ som
a-(b+c).

Den distributiva lagen géller d&ven for fler element enligt exemplen nedan.

Exempel 1.3.
a-(b+c+d)=ab+ ac+ ad.

Exempel 1.4.
(a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.
Vi ska nu bestdmma vad produkten av tva negativa tal dr. Vi har att

0=-a-0=(—a)-0=(—a)-(b—0).
Genom att utnyttja den distributiva lagen far vi

(=a)- (b=b) = (=a)-b+(=a)- (=),
det vill sdga

0=(—a) b+ (—a)- (D).
Vi adderar a - b till bada led och far
a-b=(—a)-(=b).

Produkten av tva negativa tal ar alltsa lika med produkten av deras "positiva motsvarigheter”.

1.2.1 Potenser

For att lattare hantera uttryck av typen « - -  har man inf6ért potenser. Vi skriver

dér z &r potensens bas och 3 &r potensens exponent .
Potenser ér ett kompakt skrivsdtt och vi kan till exempel pa ett mycket litet utrymme ge en
6vre grins for antalet elementarpartiklar i hela universum enligt modern fysik, nimligen 230,



Kuriosa 1. Det finns en sdgen som sdger att ndr uppfinnaren av det schackliknande spelet Shaturan-
ja visade upp spelet for kungen av Indien blev denne sa imponerad att han ville ge uppfinnaren en
beloning. Uppfinnaren sa da att han onskade sig ett vetekorn for den forsta rutan pa schackbrddet,
tva vetekorn for den andra rutan, fyra vetekorn for den tredje, atta vetekorn for den fidrde, och
sa vidare. Kungen tyckte att detta lit som en rimlig beloning och beviljade uppfinnarens onskning.
Han insdg inte att summan 1 +2 +22 +23 424 + ... 4 253 med rdge dversteg samtliga vetekorn i
hela vdrlden.

Vi kan notera att

l'3x4:(1'zx)(xxx1;): €T @ :m7
N——
sju ganger
och att
(1'3)2:"E3x3:(xx$)(ir.x,x):xﬁzx?)Q'

Allmént géller foljande rikneregler:

Exempel 1.5. 24 .2% = 245 = 29
Exempel 1.6. (24)5 = 24 = 220
Exempel 1.7. 9% .3% = (3%)2 .35 =322.35 =3%.35 = 345 = 39

Exempel 1.8. (—1)* = ((—1)?)?2=12=1

1.2.2 Prioritetsreglerna

Att uttrycket 34 3-4 dr lika med 15 och inte 24 ser nog manga som sjilvklart. Men anledningen till
detta ar endast konventionell. Vi har bestamt att multiplikation och division har hogre prioritet
dn addition och subtraktion. Om det motsatta hade géllt sa hade 3 + 3 - 4 varit lika med 6 -4 = 24.
Prioritetsreglerna ar foljande:

1. Berdkna parenteser.

2. Berdkna potenser.

3. Berdkna multiplikation och division.

4. Ber#kna addition och subtraktion.
Exempel 1.9. Férenkla uttrycket (—1)% + 3 - ((4 — 23)%2 — 5).
Losningsforslag: Vi anviander prioritetsreglerna och far

(13 +3-(4-2)2-5)=-14+3-(4—8)2?—=5)=-14+3-((-4)*>-5)=-1+3-(16—5)
=—1+4+3-11=-1+33=32.



1.2.3 Heltalsdivision

Nér man delar ett heltal med ett annat blir resultatet inte alltid ett heltal. Till exempel gar
divisionen 17/5 inte jimt ut. Men genom att inféra begreppen kvot och rest kan man studera sa
kallad heltalsdivision. Kvoten vid heltalsdivision av tva positiva heltal a och b anger det maximal
antalet ganger vi kan dra b fran a och fortfarande fa nagonting icke-negativt kvar. Det vi far kvar
ar resten.

Exempel 1.10. Berdkna kvoten och resten da 17 delas med 5.

Losningsforslag: Kvoten dr det maximala antalet ganger som vi kan dra bort 5 fran 17 och fortfa-

rande fa nagonting icke-negativt kvar. Eftersom 3 -5 = 15 men 4 -5 = 20 sa blir kvoten 3. Vi har

att 17 =3 -5 + 2, alltsa &r resten lika med 2. *
Mer formellt soker vi alltsa kvoten k och resten r sa att a = kb + r, dar 0 < r < b.

Exempel 1.11. Berdkna kvoten och resten da 106 delas med 21.

Losningsforslag: Vi har 106 = 5 - 21 4 1, alltsa ar kvoten k lika med 5 och resten r lika med 1. %

Exempel 1.12. Berdkna kvoten och resten da 20 delas med 4.
Losningsforslag: Vi har 20 = 4 - 5 + 0, alltsa &r kvoten k lika med 5 och resten r lika med 0. %

Nér resten dr lika med noll vid heltalsdivision av a med b sa betyder det att divisionen gar jamt
ut. Vi séger att b dr en delare till a.

1.2.4 Jimna och udda tal

Du har sékert lagt mérke till att summan av tva jimna heltal blir ett nytt jamnt heltal, likasa att
summan av tva udda heltal blir ett jamnt heltal och att summan av ett jamnt och ett udda heltal
udda.

Vi ska nu bevisa att det &r sa. Eventuellt dr det héir forsta gangen som du moter ett strikt
matematiskt bevis. Att folja resonemanget nedan ar nyttigt for den matematiska mognaden, men
det dr inte nodvindigt for att kunna forsta det 6vriga materialet i kompendiet.

Vi borjar med tva definitioner.

Definition 1. Ett heltal dr jimnt om det dr delbart med tva, det vill sdga om det kan skrivas pa
formen 2a, for nagot heltal a.

Definition 2. Ett heltal dr udda om det limnar rest ett vid division med tva, det vill sdga om det
kan skrivas pa formen 2a + 1 for nagot heltal a.

Vi kan nu formulera och bevisa vara utsagor.
Sats 1. Summan av tva jémna heltal dr ett jimnt heltal.

Bevis 1. Eftersom talen dr jimna kan det forsta skrivas som 2a1 och det andra skrivas som 2as,
ddr ay och ag dr heltal. Vi far summan

2a1 + 2a9 = 2(&1 + ag),
vilket dr ett jamnt tal enligt definition. Alltsa dr summan av tva jamna heltal ett jamnt heltal.

Sats 2. Summan av tva udda heltal dr ett jamnt heltal.
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Bevis 2. Eftersom talen dr udda kan det forsta skrivas som 2a; + 1 och det andra skrivas som
2as + 1, ddr a; och ag dr heltal. Vi far summan

2a1 + 1+ 2a2 + 1 =2a1 +2a2 +2 =2(a; +az + 1),

vilket d@r jamnt tal. Alltsa dr summan av tva udda heltal ett jémnt heltal.
Sats 3. Summan av ett udda och ett jamnt heltal dr ett udda heltal.

Bevis 3. Det udda talet kan skrivas som 2a; + 1 och det jimna kan skrivas som 2as, ddr ay; och
as ar heltal. Vi far summan

2(11 + 1 + 2&2 = 2(@1 +a2) + 1,
vilket dr udda tal. Alltsa dr summan av ett udda och ett jamnt heltal dr ett udda heltal.

Det finns motsvarande satser for multiplikation och vi véljer att bevisa en och lamnar évriga
tva som Gvningar.

Sats 4. Produkten av ett udda och ett jamnt heltal dr ett jimnt heltal.

Bevis 4. Det udda talet kan skrivas som 2a; + 1 och det jimna kan skrivas som 2as, ddr ay och
as ar heltal. Vi far produkten

(2&1 + 1)2(12 = 2((2&1 + 1)(12),

vilket dr jamnt tal. Alltsa dr produkten av ett udda och ett jaimnt heltal dr ett jamnt heltal.

Ovningar
1. Beriikna 1 — (5 —4).
2. Berikna (—1)3.
3. Berikna (—1)12.
4. Forenkla —(a —b— (a+ b)) + (a + b).
5. Forenkla (a + b)(c +d) — c¢(a + b).
6. Visa att (a +b)% = a® + 3ab? + 3a?b + b3.
7. Ge ett exempel pa niir (z9)b = 2(®") och ett exempel pa nir (x2) £ 2@,
8. Berékna kvoten k och resten r da 107 delas med 7.
9. Vad blir resten da 293 delas med 177
10. Bevisa att produkten av tva jimna heltal dr ett jimnt heltal.

11. Bevisa att produkten av tva udda heltal ar ett udda heltal.

11



1.3 Primtal

Antag att vi utgar fran talen 3 och 5 och fragar oss vilka ytterligare naturliga tal vi kan bilda
genom upprepad addition. De fem forsta talen som vi kan bilda &r

3+3=6, 3+5=8, 3+3+3=9, 5+5=10 och 3+4+3+5=11.

Om vi istédllet utgar fran talet 1 sa kan vibilda 1+1=2,14+14+1=3,14+14+14+1 =4, det
vill siiga alla positiva heltal. Talet 1 fungerar alltsa sa att hela Z kan bildas fran det med hjilp
av upprepad addition.

Lat oss betrakta motsvarande situation fér multiplikation. Vi utgar fran talen 3 och 5 och fragar
oss vilka ytterligare naturliga tal vi kan bilda genom upprepad multiplikation. De tva forsta talen
som vi kan bilda &r

3-3=9 och 3-5=15.

Hur ska vi béra oss at om vi vill kunna skapa alla naturliga tal pa det hir sittet? Lat oss lagga
till talet 2. Vi kan nu dven bilda

2:2=4, 2-3=6, 2-2:-2=8, 2:5=10, 2-2-3=12 och 2-2-2-2=16.
Sammantaget har vi fatt
{2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,...}.

Maéngden blir tidtare, men vi saknar till exempel talet 7. Nar vi ligger till detta tal sa kan vi dven
bilda 14 och vi far
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15,16,.. .}.

Vi kan fortsiitta och ligga till 11 och sedan 13, men da kommer vi upptécka att vi saknar talet
17. Talen 2,3,5,7,11,13,17 som vi utgatt fran ar de sju forsta primtalen . Varje naturligt tal storre
dn ett kan bildas genom upprepad multiplikation av primtal.

Vi behover forstas en mer precis beskrivning av vad som menas med ett primtal. For att gora
det ska vi forst berdtta vad ett sammansatt heltal &r.

Ett positivt heltal ¢ > 1 &r sammansatt om det kan skrivas som en produkt av tva heltal b och
¢ som &r storre an ett, det vill siga a =b- ¢, ddr b > 1 och ¢ > 1.

Exempel 1.13. Talen 4,6,8,9 dr sammansatta eftersom
4=2-2, 6=2-3, 8=2-4 och 9=3-3,

medan talen 2,3,5,7 dr primtal eftersom dessa inte kan skrivas som en produkt av mindre postiva
heltal.

Nu kan vi definiera begreppet primtal.
Definition 3. E'tt positivt heltal som dr storre dn ett och som inte dr sammansatt kallas for primtal.

Kuriosa 2. Det finns odndligt manga primtal. Detta brukar man bevisa genom ett sa kallat mot-
sigelsebevis. Man antar att det bara finns dndligt manga primtal och visar att detta leder till en
motsdgelse, varpa man drar slutsatsen att antalet primtal dr odndligt.

Foljande ar exempel pa kdnda primtal.

2 Det enda jimna primtalet. Varfor?

65537 Det storsta (hittills) sa kallade Fermatprimtalet
(Googla for definition).

1111111111111111111  Det nést minsta primtalet som skrivs med bara ettor.
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Lagg mérke till att begreppet sammansatt tal dr néra knutet till begreppet delbarhet fran forra
kapitlet, nimligen att ett heltal b &ar en delare till ett heltal a om a = b - ¢ fér nagot heltal c¢. En
synonym till delare ar faktor.

Vi &r i huvudsak intresserade av positiva delare till positiva heltal.

Exempel 1.14. Talet 6 har de positiva delarna 1,2,3,6. Talet 7 har de positiva delarna 1 och 7.
Talet 8 har de positiva delarna 1,2,4,8.

Kuriosa 3. Ftt tal a kallas perfekt om summan av de positiva delarna dr lika med 2a. Till exempel
ar 6 ett perfekt tal eftersom 1 +2+4+ 3+ 6 = 12 = 2 - 6. Hur manga perfekta tal som finns dr en
oppen fraga. Kan du hitta nagot annat perfekt tal dn sex? Tips: Det finns ett som dr mindre dn
30.

Med hjélp av definitionen av delare s& kan vi definiera sammansatta tal och primtal pa ett
annat sitt. Ett positivt heltal som &r storre &n ett dr sammansatt om det har fler &n tva positiva
delare. Ett positivt heltal som endast har tva positiva delare, sig sjilv och ett, kallas for ett primtal.

Ibland talar man dven om dkta delare. Man séger att b ar en dkta delare till @ om b dr en positiv
delare till @ och b &r skilt fran bade ett och a. Ett primtal dr alltsa ett tal som saknar dkta delare.

Primtalsfaktorisering

Betrakta talet 520. Eftersom talet &r jamnt sa &r det delbart med tva och vi kan skriva
520 = 2 - 260.

Aven 260 #r delbart med tva och vi skriver

260 = 2 - 130.

[O\terigen, 130 &r jamt och vi far
130 =2 - 65.

Vi ser att fem &r en positiv delare till 65 och
65 =5-13.

Vi har alltsa visat att
520=2-2.2.5-13=23.5.13.

Lagg miérke till att 2,5 och 13 alla &r primtal. Vi sdger att vi har primtalsfaktoriserat 520.
Primtalsfaktoriseringen av ett positivt heltal ar unik. Detta dr Aritmetikens fundamentalsats och
tas upp i hogre kurser i algebra.

Primtalsfaktoriseringen av ett tal hjdlper oss att bestdmma delarna till talet som féljande
exempel visar.

Exempel 1.15. Hur manga positiva delare har talet 5207

Losningsforslag: Enligt ovan giller det att 520 = 23 - 5 - 13. Lisaren bor overtyga sig om att de
positiva delarna till talet &r talen pa formen 2% - 5. 136, dar0<a<3,0<b<loch0<c<1.
Detta ger delarna

20.50.130=1 20.5%.131 =13 20.5'.13°=5 20.5!.13' =65

20.50.130 =2 21.50.13' =26 2!.5'.139=10 2'.5'.13' =130

22.59.13°=4 22.59.131 =52 22.51.13Y=20 22.5'.13! =260

23.50.130=8 23.50.13' =104 23.5'.13°=40 23.5'.13' =520.

Det finns alltsa 16 positiva delare till 520.
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Om man vill ta reda pa om ett tal a dr ett primtal sa kan underséka om a delas av primtalen
2,3,5,7,11,.... Har man gatt igenom alla primtal som &r mindre &n a och inte funnit nagon positiv
delare sa vet man att a sjilvt maste vara ett primtal. Men man behover i sjilva verket inte testa
alla primtal fram till talet @ utan det riacker att testa alla primtal som &r mindre &n eller lika med
va. Kan du fundera ut varfor det &r sa?

Exempel 1.16. Ar 257 ett primtal?

Losningsforslag: Vi borjar med att uppskatta hur stort v/257 #r. Eftersom 20% = 400 sa giller det
att v/400 = 20. Alltsd méaste v/257 vara mindre #n 20. Vi har att 172 = 289, alltsa maste v/257
#ven vara mindre &n 17. Men 162 = 256, sa V257 ér storre dn 16. Primtalen som &r mindre &n 17
dr {2,3,5,7,11,13}.

Eftersom 257 dr udda sa kan det inte vara delbart med 2. Eftersom 257 = 3 - 85 + 2 ldmnas
resten 2 vid division med tre och &r alltsa inte delbart med tre. Vi har att 5-51 +2 = 257, alltsa ar
257 inte heller delbart med fem. Det ldmnas som en 6vning till l4saren att verifiera att inte heller
7,11 och 13 &r delare till 257. Alltsa &r 257 ett primtal. *

Observera att primtalsfaktoriseringen av ett primtal &r primtalet sjdlvt.

Ovningar
1. Hur manga positiva delare har talet 87
2. Hur manga #kta delare har talet 87
3. Hur ménga positiva delare har talet 23 - 5. 2347

4. Avgor om talen 85, 133 och 661 dr primtal. Om nagot tal inte &r ett primtal sa primtalsfak-
torisera det och bestdm antalet positiva delare.

5. Forsok att primtalsfaktorisera ditt personnummer eller telefonnummer med hjilp av en mi-
nirdknare. Kommentar: Detta &r det enda stéllet i kompendiet dér du forvéantas anvinda en
miniréiknare!

1.4 Modulorikning

Modulordkning, eller kongruensrdkning, hinger samman med begreppet rest och &r nagot vi ofta
anvéander oss av ofta utan att reflektera 6ver det. Lat oss borja med ett exempel.

Exempel 1.17. Niklas gar och ligger sig klockan 23.00 och vill sova datta timmar for att vara pigg
dagen efter. Vad ska han stilla klockan pa (forutsatt att han somnar direkt néir han ligger sig)?

Lésningsforslag: For att ta reda pa detta skulle man kunna ténka sig att man ldgger till 8 till 23:
23 +8 = 31.

Men forsok stilla klockan pa 31! Det vi gor istéllet &r att vi drar bort ett dygn, det vill siga 24
timmar. Att dra bort 24 timmar #r detsamma som att borja om pa noll nir vi kommer till 24. Vi
far nu

234+8—-24=31-24=1T.

Niklas borde alltsa stilla klockan pa 07.00. *
Det vi gjorde i exemplet ovan var att vi rdknade modulo 24. Det digitala klockor visar dr egentligen

resten vid heltalsdivision med 24. Lat oss nu ge en formellt definition.
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Definition 4. Om tva tal a och b skiljer sig at med en multipel av n, det vill siga att det existerar
ett heltal k sa att a —b =k -n, sa siger vi att a och b dr kongruenta modulo n. Detta skrivs a = b
(mod n) eller a =, b och utlises “a kongruent med b modulo n”.

Exempel 1.18. Det gdller att 18 =4 14 eftersom 18 — 14 = 4, wvilket sa klart dr en multipel av fyra.

Speciellt giiller att om talet a limnar resten r vid division med b, sa &r a och r kongruenta modulo

b.

Exempel 1.19. Resten da 120 delas med 17 dr 1, ty 120 =7 - 17 + 1. Alltsa dr 120 =1 (mod 17).

Omviént géller det att om a och r adr kongruenta modulo b och 0 < r < b sa ldmnar a resten r
vid division med b.

Exempel 1.20. Det gdiller att 19 =4 3 och eftersom 0 < 3 < 4 sa limnar 19 resten 3 vid division
med 4.

Exempel 1.21. Idag dr det tisdag, vad dr det for veckodag om 37 dagar?

Lésningsforslag: Vi borjar med att notera att 37 dagar dr detsamma som fem veckor och tva
dagar. Vi soker alltsa den veckodag som ér tva dagar efter tisdag, det vill séiga torsdag. Detta
svarar givetvis mot berdkningen

37572
*

Vid modulorékning kan kan man anvénda de tre rdknesitten addition, subtraktion och multi-
plikation for att férenkla berdkningarna. Division dr ddremot inte definierat i allménhet.

Sats 5. Ldat a vara ett positivt heltal och lat my,ma,ny och ns vara heltal sadana att my = ny (mod
a) och mg =ngy (mod a). Da giller

® M1 + Mg =4 N1 + N2,

® M — M2 =q N1 — N2,

e My -Mgy =, N1 - Na.

Innan vi bevisar satsen ska vi illustrera hur den kan anvindas med ett par exempel.
Exempel 1.22. Vad blir resten da 18 + 11 delas med 57

Losningsforslag 1: Vi berdknar forst summan 18 4+ 11 = 29. Vi har
29 =5 4 (mod 5)

och eftersom 0 < 4 < 5 sa lamnar 18 + 11 rest 4 vid division med 5. *
Men enligt regel ett fran Sats[5] sa kan vi istéllet finna kongruenta tal till 18 och 11 for att dérefter

addera dem.
Losningsforslag 2:
18+11=53+1=4.

Exempel 1.23. Finn det minsta icke-negativa tal som dr kongruent med 12 — 7 (mod 3).
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Losningsforslag 1: Vi har 12 — 7 =5 = 2 (mod 3). Eftersom 0 < 2 < 3 sa dr 2 det s6kta svaret. %
Ett alternativt séitt dr att anvéinda regel tva fran Sats[b] det vill siga att vi forst tar reda pa resten

modulo 3 for de bada talen 12 och 7 och sedan subtraherar dem.
Losningsforslag 2: Vi har att 12 =3 0 och 7 =3 1 och far

12—-7=0—1=-1=2 (mod 3).

Observera att vi i sista steget adderade tre eftersom —1 ar ett negativt tal. *

Exempel 1.24. Finn det minsta icke-negativa tal som dr kongruent med 8 -7 (mod 5).
Losningsforslag: Eftersom 8 -7 =56 = 1 (mod 5) och 0 < 1 < 5 sa #r svaret 1. *

Ett alternativt sitt dr att anvinda regel tre fran Sats 5] det vill siga att vi forst tar reda pa
resten modulo 5 for de bada talen 8 och 7 och sedan multiplicera resterna.

Lésningsforslag 2: Vi far 8 - 7 =5 3 -2 = 6. Men talet 6 &r sin tur kongruent med 1 modulo 5.
*

Om man har stora tal &r denna andra l6sning avsevért mindre krédvande rent berdkningsmassigt.

For den intresserade ldsaren ger vi nu beviset for Sats

Bevis 5. Eftersom my =4, ny sa dr my — ny =, 0, det vill sdga my —ny = s - a, for nagot heltal s.
Pa samma sdtt foljer det av mo =4 no att mgo — ng =t - a for nagot heltal t.
Vi far att

(m14+mg)—(ny4+ng)=my—ni+me—nas=s-a+t-a=(s+t)a,
vilket innebdr att (my1 + ma) — (n1 + ng) dr delbart med a. Men det betyder att
(m1 +m2) =4 (n1 + n2),

vilket bevisar regel ett i satsen.
Beuviset for regel tva dr i princip identiskt med beviset for regel ett och utelimnas ddrfor.
Nir det gdller regel tre har vi

mimge —ning = (my —ny)me +ni(mg —ng) =s-a-mo+ny-t-a=(s-mg+t-nja
Alltsa dr mimsg — ning delbart med a, fran vilket det foljer att mims =, nina.

Foljande exempel illustrerar fordelen med att anvénda Sats [5| for att angripa faktorerna i en
produkt innan vi utfér multiplikationen.

Exempel 1.25. Bestim resten da 38 - 41 4+ 43 - 36 delas med 3.

Losningsforslag: Vi har att
38=12-3+2, 41=13-3+2, 43=14-341 och 36=12-3+0.

Alltsa ar
38-41443-36 =2-2+1-0=1+0=1 (mod 3).

Eftersom 0 < 1 < 3 kan vi dra slutsatsen att resten ar lika med 1. *

Exempel 1.26. Vad blir resten dd 47 delas med 77
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Losningsforslag:
Det giller att 16 =7 2, sd genom att skriva 47 = (4-4)-(4-4)-(4-4)-4 farvid" =, 2-2-2-4 =;
4.2.4=;2-2=;4. Eftersom 0 < 4 < 7 s& dr resten da 47 delas med 7 lika med 4.
*

Exempel 1.27. Vad blir resten dd 4'%7 delas med 77

Losningsforslag: For att 16sa den hér uppgiften anvénder vi potensreglerna tillsammans med den
tredje regeln i Sats [5| upprepade ganger.

Eftersom 42 =; 2 sd #ir 4> =7 4-2 =7 1. Nu dr 127 = 342 + 1, s4 4127 = 434241 — (43)42 . 4,
varur det foljer att (43)42 .4 =; 12 .4 =; 4. Eftersom 0 < 4 < 7 s& #r resten da 4'27 delas med 7
lika med 4, det vill siga samma som i foregaende uppgift. *

Exempel 1.28. Vad blir resten dd 2'?° delas med 67

Losningsforslag: Vi utnyttjar att 2% = 8 och att 8 =¢ 2. Vi far 2125 = 234142 — 23:41.92 — (93)41.92
och alltsd giller det att 2125 = (23)41 .22 =4 241 . 22 = 243, Vi fortsitter omskrivningen och far

243 — 931 g — (231 .0 =4 214 . 2 =215 = (23)° =427 =23 .22 =4 2. 4 =4 2.

Eftersom 0 < 2 < 6 s& ldmnar 2'2° resten 2 vid division med 6.

*

Kuriosa 4. Modulordkning har en mycket viktig tillimpning inom kryptering. RSA-algoritmen, som
manga banker anvinder, utnyttjar en berdkningsasymmetri som uppstar vid just kongruensberdik-
ningar.
Ovningar

1. Vilken rest erhalls da 18 4+ 7 divideras med 57

2. Vilken rest ger 64 vid division med 37

3. Idag &r det fredag. Vilken veckodag &r det om 101 dagar?

4. Vilken rest erhalls da 64 - 78 — 65 - 101 delas med 57

5. Vilken rest erhalls da 37 delas med 10?

6. Vilken rest erhalls da 229 delas med 11?7

7. (svar) Siffersumman av ett tal & summan av de ingdende siffrorna. Visa att ett tal som
har en siffersumma som &r delbar med tre i sig &r delbart med tre. Exempel: Talet 138 har
siffersumman 1+ 3 + 8 = 12 som &r delbart med tre. Alltsa dr 138 delbart med tre enligt
pastaendet ovan. Tips: Nésta avsnitt, sirskilt representationen i ekvation nedan, kan
vara till hjalp.
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1.5 Representation av heltal

Vi dr sa vana med hur vi skriver tal att vi knappast ldgger mérkte till tanken bakom. Tio kronor
skriver vi som 10 kr, och nittiofem kronor som 95 kr. Men det finns manga andra sétt att skriva,
eller med ett finare ord, representera tal pa. Du har antagligen stott pa romersk representation av
tal, dér ett, fem och tio skrivs som I,V respektive X. Det hér avsnittet kommer att handla om
hur man kan representera tal i olika talbaser.

Varfor ar detta intressant? Lat sidga att du vill beskriva hur manga femtio stenar dr. Du kan
givetvis rita femtio streck och sédga att du ser en sten for varje streck. Denna metod fungerar inte
s& bra i praktiken, varfor vi uppfann positionssystemet, som ett sitt att representera olika antal.

Lat oss titta pa uttrycket 3524. Vilket antal representerar detta? Skulle vi ga till banken och
ta ut denna summan pengar sa skulle vi sannolikt fa tre stycken tusenlappar, fem hundralappar,
tva tiokronor och fyra enkronor. Hér ser vi ett tydligt monster, varje mynt eller sedel motsvarar
en viss potens av tio. Vi har alltsa att 3524 = 3-1034+5-10242-10" +4-10°. Att vi anvéinder just
talet tio hirstammar fran att vi har tio fingrar. Naturligtvis &r 3524 inte alls samma som 5342,
siffrornas position &dr betydande for talets virde och varje position motsvarar en viss potens av
talet tio. Dérfor kallas vart sitt att representera tal for positionssystemet med bas 10, dven kallat
decimalsystemet.

Allmént sa representerar vi heltal i bas tio enligt foljande. Talet

Sn - 10" 4 8,110 4 -+ + 51 - 10" + 50 - 10°, (1.5.1)
dér varje tal s; dr ett heltal mellan noll och nio, skrivs
SnSn—1---S150-
Hér ar s, Sn_1,..., 81, So siffrorna i talet.
Exempel 1.29. For talet 3524 dr s3 = 3, s3 = 5, s1 = 2 och sg = 4.

Tanken &r att representationen ska vara unik, varje tal ska bara kunna skrivas pa ett enda sétt.
Detta for att helt enkelt undvika forvirring. For att det ska gélla maste siffrorna s; uppfylla att
0 S S; S 9.

Men forutom att tio &dr antalet fingrar vi har pa hinderna sa dr det inget speciellt med detta
tal. T det héir avsnittet ska vi ga igenom hur vi kan representera tal i positionssystemet med bas 2.

En dator lagrar sin data i positionssystemet med bas 2. Positionssystemet med bas 2 kallas
oftast for det bindra talsystemet.

Heltal i det biniira talsystemet

I det binédra talsystemet representeras talet 28 pa foljande sétt.

Representation i bas 2: 1 1 1 0 0
Positionsvirde: 24 923 922 9ol 90
Talets virde: 1-2441-2341-2240-2140-2°=28

Vi skriver detta som att 2819 = 111005. I fortsédttningen kommer vi inte att skriva ut 10:an for
att markera att vi anvéinder det decimala talsystemet, utan nojer oss med att skriva 28 = 11100,.

Observera att i bas 2 anvinder vi bara tva siffror, 0 och 1. Vi kan se det som att vi har 28
enkronor och vixlar dessa till mynt med valérerna 1,2,22,23,24 ... och sedan anger hur manga
mynt vi har av varje myntsort.

I allménhet sa representeras tal i bas 2 som foljer.

Hur ett heltal skrivs i bas 2
Representation i bas 2: ... s4 83 S22 S1  So
Positionsvarde: ... 2% 23 22 2l 20
Talets virde: - -4 84-2* 4+ 8323+ 592245721 +50-2°
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Exempel 1.30. Skriv 18 i bas 2.

Losningsforslag: Vi borjar med att bestdmma den storsta tvapotens som dr mindre &n eller lika
med 18. Vi ser att 2° = 32 iir for stort (32 > 18). Diiremot funkar 2* = 16 alldeles utmiirkt. Vi har
nu bara en tvaa kvar att konvertera eftersom 18 — 16 = 2. Vi anviinder da att 2! = 2 och ser att
vi kan skriva 18 i bas 2 enligt

18=1-240-2240-224+1-2' +0-2° = 100105.

*

Om man har ett tal skrivet i bas 2 kan man sa klart ocksa skriva om det i bas 10. Man anviander
helt enkelt samma metod fast bakldnges. Lat oss illustrera detta med ett exempel.

Exempel 1.31. Konwvertera 1105 till bas 10.

Lésningsforslag: Vi skriver forst om 1105 i tvapotenser och beriiknar sedan

110, =1-2241-2'40-2°=4+2+4+0=6.

Ovningar
1. Konvertera 34 till bas 2.

2. Konvertera 11015 till bas 10.

1.6 Rationella tal

Vi har nu tagit upp de positiva heltalen Z,, de naturliga talen N och heltalen Z. Vi har dven
studerat moduloridkning och talrepresentationer. Nista steg pa vigen &r de rationella talen.
Om a och b ar tva heltal sa kommer l6sningen till ekvationen

at+x=2>

alltid att vara ett heltal eftersom
r=b—a

och heltalen ju &r slutna under subtraktion. Men vad hénder om vi vill l6sa ekvationen
a-x=>b

dir a och b #r heltal? Ar x ett heltal? Givetvis kan z vara ett heltal, exempelvis om a = 4 och
b=12sa dr x = 12/4 = 3. Men om a = 12 och b = 4 sa erhaller vi x genom att dividera bada
leden i ekvationen

12-2=4
med 12, sa
4 1
T=-—=-.
12 3

Detta &ar ett braktal, eller ett rationellt tal som vi kommer att kalla det i fortsdttningen. Ett
godtyckligt rationellt tal kan skrivas pa formen 3, dér a och b &r heltal och b # 0. Talet a i det
rationella talet 7 kallas tdljare och b kallas ndmnare.
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Bland de rationella talen kan man alltid hitta l6sningen till ekvationen b-z = a for tva
heltal a och b dér b # 0.

Begreppet rationellt tal dr besliktad med den engelska termen ratio som betyder forhallande.
Man betecknar méngden av alla rationella tal med Q, efter det engelska ordet quotient som
betyder kvot. Det giller dérfér att méngden av heltal dr en delméngd till méngden av rationella
tal, vilket vi ju som bekant uttrycker som Z C Q.
Nér vi loste ekvationen 12 - x = 4 sa utnyttjade vi att
4 4 4 1
12 3.4 3.4 3
Vi séiger att 1/3 &r skrivet pa forkortad form. Att vi inte kan férkorta braket 1/3 mer beror pa att
1 och 3 saknar gemensamma delare (férutom 1). For att hitta den forkortade formen av ett brak
a/b kan vi primtalsfaktorisera bade a och b. Nér vi vil har funnit primtalsfaktoriseringen kan vi
forkorta braket sa att de inte lingre har gemensamma delare.

Exempel 1.32. Forkorta 90/105.

Losningsforslag 1: Vi har att 90 = 2-32 -5 och att 105 =3-5-7, sa

105  3-3-7

90 2-3-3-F 23 6
7 7
*

Ibland kan det vara lidtt att se att tva brak har en gemensam delare. I sa fall kan vi utfora
forkortningen direkt. Lat oss dérfor titta pa ett annat 16sningsforslag.

Lésningsforslag 2: Vi ser att bade 90 och 105 &r delbara med 5, vi har ndmligen att 90 = 5- 18 och
105 =5-21, 84 90/105 = 18/21. Vi har att 18 = 3-6 och 21 = 3-7, alltsa &r 90/105 = 18/21 = 6/7.
*

Primtalsfaktorisering &r berdkningstungt, och som tur #r finns det en béattre metod for att
avgora om ett brak dr maximalt forkortat. Denna metod heter Euklides algoritm och den gas
normalt igenom i hogskolornas grundkurser.

Ibland skriver man sneda brakstreck och ibland raka. Det &r ingen skillnad i betydelse, alltsa
géller det att u

a/b= 7
Men i manga sammahang &r det tydligare att anvinda den senare framstéllningen.

1.6.1 Addition, multiplikation och division av rationella tal

Vi adderar brak genom att gora likndmnigt och skriva dem pa gemensamt brakstreck enligt

a,c_da be adtbe
b d d-b b-d  bd

Exempel 1.33.

3 -4
Skriv 1 + 5 pa forkortad form.

Losningsforslag:
3 ;4_3~5+4~(74) -1 1

475 4.5 20 20
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Vid addition av braken 3 och ¢ ovan anvéndes den gemensamma ndmnaren b - d. Om de tva
forsta ndmnarna b och d har gemensamma faktorer kan man hitta en gemensam némnare som &r
mindre dn b - d. Vi visar med ett exempel.

Exempel 1.34.

r 3 ...
5 + 1z Pé forkortad form.

Lésningsforslag: Vi har 6 = 2-3 och 14 = 2 - 7, sa genom att multiplicera bada sidor i det foérsta
braket med 7 och bada sidor i det andra med 3 far vi likndmnigt. Detta ger oss

Skriv

1,3 71,33 _7+9_16_38
6 14 7 6 3 14 42 42 21’
*
Vi multiplicerar brak genom att multiplicera téljare och ndmnare for sig;
a c_ac
b d b-d
Exempel 1.35.
3 _
Berdkna 15 och svara pa forkortad form.
Losningsforslag 1:
3 4 3 (9 _-12_ 12 343
4 5 45 20 20 A5 5
*
Givetvis kan vi forkorta braket i det andra steget direkt.
Losningsforslag 2:
5 A 31 3
4 5 5 5
*
Division av brak ges av
a a a
Z Z.p-d =-KB-d
C C c :
= Z.b-d Z.b. b-c
d d 4 o
Exempel 1.36.
-3
Skriv 5 pa forkortad form.
4
Losningsforslag:
-3
4 3A_ 33
5 4.5 5 5
4
*
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Exempel 1.37.

5
2 1 4
Skriv e + % -2 3 pa forkortad form.
4
Lésningsforslag 1:
5 2 5
2 4 4 1 4 8 8 5 8 5
4, 4 o =_ 1 , 4 °_°2,7 °_°
5 + 2 5 o + 2 5 5 + 8 5 8
4 4 1
*
Losningsforslag 2:
5 5 i
2 1 4 2-4 1 8 8 5 8 5
7+i_2,: +L_,:,+,_,:,'
5 2 5 5 A 24 5 5 8 5 8
4 4
*
Exempel 1.38.
Skriv 2/(2/3) + (5/4)/2 pa forkortad form.
Losningsférslag 1:
2 5
1 4 3 5 29
2/(2 H2 =+ 5—=-+-=—.
[ +6/4/2= 4+ =T+ =5
3 1
*
Lésningsforslag 2:
° 4
2-3 1 3 5 29
2/(2/3) + (5/4)/2 = TN SO Sy
g¢ 2.4 1 8 8
3
*
Exempel 1.39.
Skri 1—#1 3 1 forkortad f
i« + 5 — 5 pa forkortad form.
Losningsforslag:
11 3 7-2~1+ 5-2 5-7-3 14410-105 81
57 2 7-2.5 5.2.7 2.5-7  2:5-7  2.5.7

Vi har hér behallit faktorerna i namnaren for att ldttare kunna kontrollera huruvida braket
ar skrivet pa forkortad form eller ej. Eftersom 81 = 9 -9 = 3% si saknar tiljare och nimnare
gemensamma delare. Alltsa ar

1 3 81
tTTe T T

o] =
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1.6.2 Blandad form och decimalform

P& hogskolan undviker vi att svara pa sa kallad blandad form. Det framsta skélet till det &r att
det kan vara oklart vad som avses. Den blandade formen 2% betyder tva hela och tva tredjedelar,
det vill sdga 2 + % = 23—3 + % = %. Samtidigt dr det snarlika uttrycket 2 - % lika med %7 vilket &ar
nagot helt annat.

Decimalform anvéinder vi oss i princip endast av néir vi behover avrunda. Braket 1—20 forkortar
vi till % istéllet for att skriva det som 0,2. Observera dessutom att uttryck som % inte ens kan
skrivas pa exakt decimalform.

1.6.3 De rationella talens slutenhet

Kanske tanker du nu att méngden Q &r sluten under division. Detta skulle betyda att om p, ¢ ar
tva godtyckliga rationella tal ska det giilla att p/q ér ett rationellt tal. Men detta kan inte stimma
i det allmiinna fallet. For dven talet 0 &r ju ett rationellt tal och p/0 ér inte definierat.

For att slutenhet ska gélla vid division maste vi alltsé betrakta méngden av rationella tal utan
talet 0. Inom denna méngd giller att division av tva godtyckliga element (nollskilda rationella tal)
ger oss ett element i samma méngd. Givetvis dr méngden av alla rationella tal Q sluten under
addition, subtraktion och multiplikation da alla dessa operationer med rationella tal resulterar i
rationella tal.

Ovningar

—_

. Skriv 1/3+1/2+ 1/7 pa forkortad form.
8

-2
. Skriv2-1/3+ T - % pa forkortad form.

3

[\

35

3. Skriv % pa forkortad form.

3

4. Representerar —1/3 och 5 /3 samma rationella tal?

1 1 3
5. Lat s = —§,t =—gt=3 och bestdm

6
(a) s-t+u
®) 3/
© 7=
@ (=w) .

1.7 Reella tal

Ett rationellt tal har antingen en &ndlig decimalutveckling (till exempel 1/10 = 0,1), eller en
oéndlig, men upprepad, decimalutveckling (till exempel 1/3 = 0,333333...).

Pa motsvarande sétt karaktériseras de irrationella talen av att ha en oéndlig decimalutveckling
som inte upprepar sig, och ett irrationellt tal kan alltsa inte skrivas som en kvot mellan tva heltal.

Att det finns tal som inte &r rationella upptéicktes av Pythagoras (500-talet f kr). Du kédnner
sékert till att diagonalen pa en kvadrat med sidan ett har lingd v/2. Detta tal kan inte uttryckas
som en kvot av tva heltal ar ett exempel pa ett irrationellt tal. Ett annat exempel pa ett irrationellt
tal dr 7 som dr ungefir lika med 3, 14.
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Kuriosa 5. For att visa att \/2 dr irrationellt antar man att /2 kan skrivas som ett brak, det vill
sdga som a/b, dir a och b dr heltal. Man visar sedan att detta leder till en motsdigelse. Detta bevis
utfordes av Aristoteles (300-talet f kr) och dr ett utmdrkt exempel pa ett motsdgelsebevis. Beviset
ar inte sa komplicerat och brukar inga i hogskolornas grundkurser i matematik.

De irrationella talen utgor tillsammans med de rationella talen de reella talen. De reella talen
betecknas med R och det géller alltsa att Q C R.

Aven om de rationella talen ligger ofindligt téitt lings tallinjen, sa finns #ven ett oindligt antal
hal pa tallinjen och det dr dessa som utgors av de irrationella talen. Att de rationella talen ligger
oandligt tatt ska tolkas som att det mellan tva godtyckliga rationella tal alltid finns odndligt manga
rationella tall Men for att fa med alla tal reella tal maste vi alltsa ta med bade de rationella och
de irrationella talen.

1.7.1 Mer om potenser

I heltalskapitlet stotte vi pa potensbegreppet. Vi ska nu generalisera begreppet till de reella talen,
men vi maste vara lite forsiktiga. Vi kommer att titta pa tva olika fall.

1. Basen ir ett reellt tal och exponenten &r ett heltal, till exempel (—v/2)? eller 273,

2. Basen #r ett positivt reellt tal och exponenten ir ett rationellt tal, till exempel 4'/2 eller

\/572/3

Vi borjar med fall 1. Forst later vi exponenten vara ett positivt heltal. Det dr naturligt att lata

a ganger

vilket for ett rationellt tal f}l innebir att

(p)a p p_ D .

Exempel 1.40. Vi rdknar det forsta exemplet fran fall 1. Vi far
(V2 = (—v2)- (V) = V2 V2 =2

Lat nu exponenten vara ett icke-positivt heltal. Vi definierar

1
rP=1nirr#0 ochr ¢=—.
Ta

Observera alltsa att 4° = (—13)° = (v/2)° = (3)° = 1, men att 0° inte &r definierat.

Exempel 1.41. Vi rdknar det andra exemplet i fall 1 och far

Vi fortsdtter med fall 2, diar exponenten r &r ett rationellt tal och basen a ett icke-negativt
heltal. Da definierar vi a'/2 som det positiva tal b vars kvadrat &r lika med a, det vill séiga att
a'/? = \/a. Pa liknande siitt definierar vi, da a #r ett icke-negativt heltal, a'/™ som det positiva
tal b som upphojt till n &r lika med a, alltsa b™ = a.

Exempel 1.42.

4:1/2:\/1:27 271/3:(33)1/3:33(1/3) :31:37 (210)1/1022
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Observera att v/4 = 2 och inte —2, eftersom vi kréaver att V4 ska vara positivt.

Slutligen, om a &r dr ett icke-negativt heltal sa definierar vi
ac/d _ (ac)l/d.
Exempel 1.43. Forenkla 43/2.

Losningsforslag 1: Vi anvinder definitionen och skriver 43/2 = (43)1/2 = \/43. Vi fortsiitter och far

V43 = /64 = 8. *

Losningsforslag 2: Man kan ocksa utnyttja potenslagen (a®)¢ = a” och omskrivningen 4 = 22 for
att fa
43/2 — (22)3/2 — 22-3/2 — 23 — 8

*
For att se fordelen med det senare séttet, betrakta 1284/7. Att berikna 128* och sedan forsoka

finna sjunderoten av det talet #r givetvis inte att foredra framfér omskrivningen 128 = 27 och
berdkningen 2747 = 24 = 16.

Exempel 1.44. Férenkla ﬂiwg.

Losningsforslag 1:

—2/3 1 1 1 -1/3
2 = = = — = 2 .
R
*
Losningsforslag 2:
\/572/3 — (\/52)71/3 — 271/3'
*
Losningsforslag 3:
ﬁ—2/3 — (21/2)72/3 = 9(1/2)(=2/3) _ 9-1/3,
*
Exempel 1.45. Skriv
31/3.372.127
93 . (_3)3 .3-1/3
pd formen —3%/°, déir a/b dr ett mazimalt forkortat brdk.
Losningsforslag
31/3 . 3—2 . \/ﬁ 31/3 . 3—2 . (33)1/2 31/3—2-‘,—3/2 3—1/6
05 (=3)5 3713~ () (Z1)3- (3)3 3713 (-1) 321 T s
_3;;//5 _ _3-1/6-26/3 _ _3-53/6
3
*

Vi har inte definierat potenser a” med negativ bas a och rationell exponent 7, sa som till
exempel (—1)Y/2. Hur man gor det #r problematiskt och aterkommer forst i senare hogskolekurser.
Men problemet dr relaterat till komplexa tal och detta &r nagot som vi nu ska titta pa.
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Ovningar

1. Beriikna 26

2. Beriikna /(—2)2

1\ -3
3. Berikna (5)

4. Beriikna /3" + (31/3)73.
5. Berikna 813/4.

=

6. Berikna 23 - 25 - 2%,

7. Skriv
271/3.273. /64

23 .9-1. 271/8

pa formen 2%/%, dir a/b é&r ett maximalt forkortat brak.

1.8 Komplexa tal

Man kan tycka att de reella talen, R, dr alla tal man nagonsin skulle behéva hir i livet. Men pa
1500-talet insag man att man behévde uppfinna ett nytt slags tal for att kunna losa vissa ekvationer
och man inférde de komplexa talen .

Varje komplext tal z bestar av en reell del och en imaginéir del och z kan skrivas som a + bi,
dér a och b &r reella tal och ¢ &r den tmagindra enheten. Den imaginédra enheten ¢ har egenskapen
att i2 = —1, vilket &r precis det som kravs for att vi ska kunna l6sa ekvationen z? = —1. Ibland
skriver man i = v/—1, men detta kan leda till problem, s& det boér undvikas. Notera till exempel
fsljande "rikning™ 1 = V1 = /(=1)- (=1)"="y/~1-+v/=1 = i-i = i> = —1. Problemet #r att
rikneregeln va - b = Vva - Vb inte giller d& a och b #ir negativa.

Varje komplext tal a + bi svarar alltsa mot ett par (a,b) av reella tal. Vi kallar a {or realdelen,
och b for imagindrdelen. Realdelen av ett komplext tal z skrivs Re(z), och imagindrdelen skrivs
Im(z).

1 1
Exempel 1.46. Lat z = 1 + 5. Dd dr Re(z) = 1 och Tm(z) = 5.

Bildligt talat kan man siga att nidr man infor de komplexa talen sa ligger man till en ny
dimension. De reella talen kan representeras pa en tallinje, medan de komplexa talen kan framstéllas
i ett talplan, dar realdelen &r x-koordinaten och imaginérdelen &r y-koordinaten.

Méngden av alla komplexa tal skrivs C. Observera att de komplexa tal vars imaginérdel &r 0,
kommer vara de vanliga reella talen, R. Detta innebéar att R C C. Vi har alltsa

Z, CNCcZcQcRcC.

Nér man adderar komplexa tal sa adderar man realdelarna och imagindrdelarna for sig,

(a1 + Zbl) + (CLQ + ZbQ) = (a1 + ag) + (bl + bQ)i7

dér a1, as, by, by dr reella tal. Subtraktion behandlas pa liknande sétt och vi har

(a1 —+ Zbl) — ((12 + ZbQ) = (a1 — ag) —+ (bl — bg)l

Sa hir langt sa dr det inte sa mérkligt. Men nér vi ska multiplicera tva komplexa tal ay + ib;
och ag + byt far vi

(a1 +1iby) - (ag + ibo) = ayag + iarby + iashy +i2biby = (a1as — biby) + (a1by + aghy)i
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imaginarde
6 —

4¢ 4i
® —5+3i r o 4+3i

2 e 2+2j

L [ [ | | I realde
6

-4 ® 3-4i

—-6-

Figur 1: Har ar det komplexa talplanet med négra komplexa tal utmérkta.

genom att anvinda den distrubutiva lagen och sambandet i = —1. Formeln #r ingenting man
behover lidra sig utantill, det ar béttre att utféra multiplikationen direkt.

Exempel 1.47. Lat z =1 — 2i och w = 3+ 4i. Berdkna z +w, z — w och z - w.
Lésningsforslag: Vi anviinder reglerna ovan och far
zhw=(1-2) 4 3+4)=1+3—2i+4i=4+2i.
Subtraktion ger att
z—w=(1-20)—(3+4i)=1-3—-2i—4i=-2—6i.
Vi utfor sedan multiplikationen och far
zow=(1-2i)-(34+4i))=1-3+1-4i—2-3-2i-4i=3+4i—6i—8>’=3—-2i+8=11—2i.
Alltsd har viatt z+w=44+2i, z—w=—-2—6¢ och z-w =11 — 2i. *
De regler for addition och multiplikation som géller for reella tal fungerar dven fér komplexa
tal. Observera att vi &nnu inte gett nagon metod for att dividera tva komplexa tal. Detta gor vi i

nésta avsnitt.
Du kan sjalv verifiera att for komplexa tal z, w och v géller det att

z+w=w+z Kommutativa lagen for addition
(z+w)+v==z+(w+wv) Associativa lagen fér addition
Zrw=w-z Kommutativa lagen fér multiplikation
(z-w)-v=2z-(w-v) Associativa lagen for multiplikation
z-(w+v)=z-w+z-v  Distributiva lagen

Exempel 1.48. Berdkna (2i)3.
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Losningsforslag: Vi har att (2i) = 22 -i® som blir 8i*. Vidare #r i = i%-i och i = —1, 84 i3 = —i.
Alltsé &r 8i% = —8i. *
Ovningar

1. Berdkna 2 — i + 3 + 4.

2. Berikna 2i - (2 — 2i).

3. Létz:l—iochw:2+%.
(a) Berdkna z + w.

(b) Berikna z —w

(c¢) Berdkna z - w.
4. Berikna i19.
5. Berikna 1924,

6. Bestdm realdelen och imaginérdelen till z = (1 +4)3.

1.9 Kvadreringsreglerna och konjugatregeln

Genom att anvinda den distributiva lagen och den kommutativa lagen fér multiplikation ska vi
hérleda kvadreringsreglerna och konjugatregeln. Eftersom den kommutativa och den distributiva
lagen géller for alla de talsystem vi beror i detta material sa kommer dessa regler att gélla for alla
dessa talsystem.

1.9.1 Kvadreringsreglerna

Vi noterar forst att
(a+b)(c+d) = ac+ be+ ad + bd.

Genom att betrakta specialfallet a = ¢ och b = d far vi kvadreringsregeln
(a+b)? = (a+b)(a+b) =a®+ab+ ba+b* = a® + 2ab + b*.

Ibland kallas denna regel istéllet forsta kvadreringsregeln och da vi byter ut b mot —b far vi det
som ibland kallas andra kvadreringsregeln. Da giller alltsa att

(a —b)? = a® — 2ab + b2

Att ga fran vinsterled till hogerled brukar ofta vara litt, men det dr lika viktigt att kunna kora
omskrivningar fran hogerled till véinsterled.

Exempel 1.49. Anvind kvadreringsregeln for att berdkna 1012

Losningsforslag: Ett bra sitt att berikna kvadraten pa ett mer komplicerat tal &dr att skriva om
talet som summan av tva tal vars kvadrater litt kan beréiknas. I detta exempel dr det praktiskt att
gora omskrivningen 1012 = (100+1)2. Vi kan nu enkelt anviinda kvadreringsregeln fér att beriikna
kvadraten och far

(100 4+ 1)2 = 100% + 2 - 100 - 1 + 1? = 10000 + 200 + 1 = 10201.
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Exempel 1.50. Faktorisera x> — 2z + 1.

Losningsforslag: Hir kan vi direkt anviinda andra kvadreringsregeln baklinges (med a = 2,0 = 1)

och vi far
22 =20 +1=(xr—1)>%

Exempel 1.51. Foktorisera uttrycket
3 + 422 + 4z

Lésningsforslag: Vi borjar med att bryta ut x eftersom z finns i alla termer i uttrycket.
3 2 _ 2
x° +4x* + 4o = x(2* + 4z + 4),
och dérefter anvinder vi forsta kvadreringsregeln bakldnges

o(z? + 4z +4) = 2(z +2)%

1.9.2 Konjugatregeln

Konjugatregeln siger att
(a+b)(a—0b) =a® - b2

Regeln géller eftersom
(a+b)(a—0b)=a®>—ab+ba—b* = a® — b2,
dér vi anviande oss av den kommutativa lagen som sdger att ab = ba.
Exempel 1.52. Skriv om uttrycket (2z + y)(2x — y) med hjilp av konjugatregeln.
Losningsforslag: Vi tillampar konjugatregeln och far

(22 +y)(2z —y) = (22)* —y* = 42 — ¢,

Sammanfattningsvis har vi féljande rikneregler:

Forsta kvadreringsregeln: (a+0b)? = a®+2ab+ b
Andra kvadreringsregeln: (a—b)? = a? —2ab+ b
Konjugatregeln: (a + b)(a — b) = a® — b.

Exempel 1.53. Forkorta uttrycket
4a3 + 422 + o
472 — 1

sa langt som majligt.
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Lésningsforslag: Vi ser att alla termer i téljaren innehaller x, varfor vi kan bryta ut x ur téljaren.
Vi far:
Ao + 42 + o x(4a® +4da+1)
422 -1 42?1
Forsta kvadreringsregeln kan anvéndas pa téljaren och konjugatregeln kan anvindas pa ndmnaren.

Vi far att

4o + 42 +x x(4a® + 4z + 1) x(2x +1)2

42 -1 42 —1 2z +1)(2x — 1)
Darefter letar vi efter gemensamma faktorer i uttrycket. Vi ser att (2 + 1) &r en faktor i bade
téljare och ndmnare, det innebér att vi kan férkorta med (2 + 1). Detta ger oss

Az’ +4x? +o z(a® +4z+1) 22z +1)2 22z +1)

42 -1 4g2 — 1 S (2 4+ 12z -1  (2z-1)°
Hur vet vi da att vi ar klara? Jo, bade téljare och ndmnare ar faktoriserade sa langt som mojligt
och vi kan inte hitta nagra fler gemensamma faktorer. *

1.9.3 Forenkling av brak dir téljare och nimnare dr komplexa tal

En tillampning av konjugatregeln &r att skriva om brak av komplexa tal. Om z = x+iy, sa definierar
vi kongjugatet till z som x — iy. Detta betecknar vi med z. Lat oss anvinda konjugatregeln for att
multiplicera ihop z och dess konjugat. Vi far

z-Z2=(a+1ib)-(a—ib) =a® — (ib)* = a® — (1)%b* = a® — (=1)b* = a® + b*.
Produkten av de tva komplexa talen z och Z &r alltsa ett positivt reellt tal.
Exempel 1.54. Lit z =4 +4. Dd dr 2=4 —1i och z -z = 4% + 12 = 17.

Lat nu z vara ett nollskilt komplext tal och skriv z = a + bi. Vi ska visa hur man kan skriva
om 1/z pa formen ¢+ di, dir ¢ och d &r reella tal. Idén &r att forlinga braket 1/z med konjugatet
till z.

1 - Z z a b

2 22 (@24 2+ 212
Vi har alltsa lyckats skriva 1/z pa formen ¢ + di diir ¢ = a/(a? + b%) och d = —b/(a® + b?).

Exempel 1.55. Skriv 1/(2 4 3i) pd formen a + bi, ddr a och b dr reella tal.

Lésningsforslag: Konjugatet till 2 + 3¢ dr 2 — 3i. Vi forlanger braket med konjugatet och far
1 2—3i 2—3i 2 3

29+3i (2+3) (2-3i) 4+9 13 13"

Nista exempel visar att vi dven kan skriva ett komplext tal z/w pa formen a + bi.
Exempel 1.56. Skriv (4 +14)/(1 +v/2i) pd formen a + bi.
Losningsforslag: Konjugatet till ndmnaren 1+ /23 &r 1 — /2i. Vi forlinger braket med konjugatet
och far
4440 (A+)1-v2)  4+i—4V2i—V2i-i
1+v2i (1+v20)(1—v2i) 1— (V2i)?
A i 4V2i4 V2 4+ V2 (1-4V2)i 4+\/§+ 1—4\/§Z.
1-(-2) 3 3 3 7

30



Ovningar
1. Berdkna 1002 - 998. Tips: Anvind konjugatregeln.
2. Forkorta foljande uttryck sa langt som mdojligt.

1:+9:2+:cy
l1+z+y
22 — 2

22 + 2zy + y?

25 — a2

() r—5

3. Lat 2z = 3 + 4i. Beradkna z - .

(a)
(b)

4. Skriv (4 +14)/(1 — %) pa formen a + bi.
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2 Algebra, kombinatorik och logik

I detta andra kaptitel borjar vi med att behandla polynom. Vi gar noggrant igenom losningsme-
toder for polynomekvationer av grad 2 och gar sedan igenom divisionsalgoritmen och faktorsatsen
for polynom. Vi ger ocksa en metod for att finna rationella 16sningar till en viss typ av polyno-
mekvationer. I avsnittet om kombinatorik kommer ldsaren att fa bekanta sig med hur man léser
problem av typen ”Pa hur manga sdtt...”. Kapitlet avslutas med ett kort avsnitt om logik.

2.1 Polynom och polynomekvationer

En forstagradsekvation eller en linjdr ekvation &r en ekvation som kan skrivas pa formen az+b =0
dédr a och b dr konstanter och a # 0. Ett sadant uttryck kallas for ett linjart uttryck eftersom
variabeln z férekommer med hogsta exponent ett.

En forstagradsekvation kan skrivas pa manga sitt. Till exempel ar

dr—2=x+7
en forstagradsekvation. Detta eftersom vi kan dra bort 7 fran bada leden, fa
dr—9==x
och sedan subtrahera x fran bada leden for att fa
3r—9=0,

vilket &r en ekvation pa formen ax + b = 0. Losningen till en forstagradsekvation ax +b = 0 dr som
vi tidigare sett x = —b/a vilket vi far efter att ha flyttat 6ver b till hogersidan och sedan dividerat
bada leden i ekvationen med a.
Losningen till ekvationen
3r—9=0

dr alltsa lika med 3.

Vi kan verifiera att detta svar dr korrekt genom att testa om x = 3 uppfyller den ursprungliga
ekvationen. Detta gors genom att sétta in z = 3 i bade vénster- och hogerled och sedan kontrollera
att det blir samma tal. I vart fall blir vénsterledet 4 - 3 — 2 = 10 och hogerledet 3 + 7 = 10, sa
16sningen &r korrekt. Denna kontroll kallas for insdttning och bor alltid genomforas for att se att
man réknat rétt.

En andragradsekvation har den allminna formen ax? + bz + ¢ = 0, dér a, b och ¢ ar konstanter
och a # 0. P4 liknande siitt har en tredjegradsekvation den allménna formen ax® +bx? +cx+d = 0,
dér a, b, ¢ och d &r konstanter och a # 0. Innan vi generaliserar detta till hogre grad sa introducerar
vi begreppet polynom.

2.1.1 Polynom
Ett polynom p(x) av grad n i en variabel z dr ett uttryck pa formen
p(x) = apa” + 12" ap_or™ 2 4 4 agz? +arx + ao,

dér a, # 0 och dér n &r ett naturligt tal. Polynomets koefficienter &r a;ma. Dessa &r tal, de kan
vara reella tal, komplexa tal eller heltal — vilket man nu bestdmmer sig for.

Exempel 2.1. p(z) = 22° — 1 dr ett polynom med heltalskoefficienter av grad fem och q(x) = /2
ar ett polynom av grad noll med reella koefficienter.
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Man kan givetvis dopa variabeln till nagot annat &n x. Vanliga bokstéver forutom z dr ¢,y och

Multiplicerar man ett polynom i x av grad n med ett annat annat polynom i x av grad m sa
kommer det resulterande polynomet att ha grad m + n.

Exempel 2.2. Polynomet (23 + ) - (22 + z + 1) har grad fem eftersom 3 +2 = 5. Lds oss verifiera
detta genom att utfora berdkningen.

(P +x) (P re+) =2 @ +r+)+z (P +z+1)
=4+t + 343+ 2=+ 2t + 22% + 2 + 1,
vilket mycket riktigt dr ett polynom av grad fem.

Vad hinder da med graden vid addition eller subtraktion av tva polynom? Graden av summan
eller differensen av tva polynom kan aldrig bli storre &n graden av det polynom som har hogst
grad. Men vad gradtalet blir beror faktiskt pa hur koefficienterna ser ut.

Om hogstagradskoefficienterna till exempel tar ut varandra sa sénks onekligen det resulterande
polynomets grad.

Exempel 2.3. Polynomet
(52° 4222 + 1) + (82* —T2® —z) =525 + 82" — T2 + 222 —x +1

har grad 5, polynomet

(52° + 222 + 1) + (=52 + 2?) = 32% + 1
har grad 2 och polynomet

(52° 4 22? 4+ 1) — (52° + 22%) = 1
har grad 0.

2.1.2 Polynomekvationer

Om vi har ett polynom p(z) sa ar p(x) = 0 en sa kallad polynomekvation. Nir p(x) dr ett
forstagradspolynom sa séger vi att p(z) = 0 &r en forstagradsekvation. Och nér vi har ett an-
dragradspolynom ¢(x) sa siiger vi att ¢(z) = 0 &r en andragradsekvation.

I allménhet séger vi att en n:te-gradsekvation &r en ekvation p(z) = 0, dir p(x) dr ett polynom
av grad n.

Vi har tidigare sett att en anledning till att inféra de rationella talen &r for att kunna lésa
forstagradsekvationen ax + b = 0, dér a och b &r heltal.

Pa samma séitt infordes de komplexa talen for att kunna l6sa en godtycklig andragradsekvation
ar? + bxr + ¢ = 0. Som bekant har ju ekvationen 22 + 1 = 0 inga reella 16sningar, eftersom det inte
finns nagot reellt tal vars kvadrat &r minus ett.

Om p(x) dr ett polynom s& dr polynomets rétter samtliga 16sningar till ekvationen p(z) = 0.

Observera skillnaden mellan begreppen polynom och ekvation. Ett polynom é&r ett algebraiskt
uttryck pa formen a,z™ + --- + a1 + ag. En ekvation har alltid ett vénster- och ett hogerled
avdelat med ett likhetstecken. Polynomet 522 4+ x + 1 &r alltsa inte en ekvation. Diremot &r
522 4+ x + 1 = 0 en ekvation, men inget polynom.

I vissa framstiillningar anviinds begreppen rot och ldsning synonymt. Lat p(x) vara ett polynom
och antag att p(a) = 0 for nagot a. I detta material séger vi att a dr en rot till polynomet p(z)
och att a dr en 16sning till ekvationen p(z) = 0. En rot hor alltsa till ett polynom och en 16sning
hor till en ekvation. Polynomet 22 — 1 har roétterna £1 och ekvationen 22 — 1 = 0 har lésningarna
+1.

33



2.1.3 Lésningen till en andragradsekvation med reella koefficienter

Vi loser en andragradsekvation med reella koefficienter genom sa kallad kvadratkomplettering. Los-
ningsmetoden &r ett exempel pa en matematisk algoritm. Vi borjar med att betrakta ekvationen

2 —a=0, (2.1.1)

som kan skrivas om till

Om a ér storre dn eller lika med noll dr 16sningarna till ekvationen lika med y/a och —\/a eftersom
\/62 =a och (—+/a)? = a. Niir a = 0 giller det forstas att /a = —y/a = 0.

Exempel 2.4. Ekvationen x> — 16 = 0 har l6sningarna V16 = 4 och —/16 = —4.

Om a #r mindre &n noll finns det ocksa tva losningar, dessa &r i - /—a och —i - \/—a, eftersom

(iv—a)? =i*(y/—a)?> = —(=1)-a = a och (—iy/—a)? = (—i)? - (v/—a)? = —1-(—a) = a. (Notera att

om a &r mindre &n noll si dr —a ett positivt tal, s det som star innanfor rottecknet &r positivt.)
Exempel 2.5. Ekvationen x> +5 = 0 har lgsningarna iv/5 och —i\/5.

En generell andragradsekvation l6ser vi genom att aterfora till ekvation [2.1.1] ovan.
Sag till exempel att vi vill 16sa ekvationen

2 +22—-3=0.
Vi borjar med att addera 3 pa bada sidor av ekvationen och far
x? 4+ 2z = 3.

Vi ska nu kvadratkomplettera vinsterledet. Detta innebé#r att vi i uttrycket x2 + 2z som inne-
héller bade en z2-term och en z-term samlar dessa bada i en gemensam kvadrat. I detta fallet far
vi termerna 22 och 2z via kvadraten

(x+1)* =2+ 2z + 1.
Lat oss ga tillbaka till var ekvation. Om vi ldgger till 1 pa bada sidor far vi
2+ 2 4+1=3+1,

det vill siga
(x+1)* =4.

Nu har vi lyckats aterfora var urspungliga ekvation pa samma form som ekvation [2.1.1] I
vénsterledet har vi ett uttryck vars kvadrat &r 4. De tal vars kvadrat &r 4 ar talen —/4 och \/41,
vilket kort skrivs ++/4. Alltsa har vi att

(x+1) =+V4=+2
Vi subtraherar ett fran bada leden och far
r=—142,

vilket ger oss de tva losningarna x = 1 och © = —3. Bada dessa x—vérden uppfyller ekvationen.
Forsdkra dig om att detta géller genom inséttning.
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Kvadratkomplettering av axz? +bx +c. Vi ska nu formalisera vad vi gjort i exemplet och ge en 16s-
ningsmetod for allménna andragradsekvationer. Ett resultat av var 16sningsmetod &r att vi bevisar
den sa kallade pg-formeln som brukar ldras ut pa gymnasiet for att 16sa andragradsekvationer.

Betrakta polynomekvationen az? 4 bx + ¢ = 0, diir a # 0. Eftersom a #r skilt fran noll kan vi
dela bada sidor av ekvationen med a. Det géller alltsa att 16sningarna till ekvationen

ax? +bx+c=0

dr desamma som losningarna till ekvationen
b c
2?4+ —x+ - =0.
a a

Niér vi ska 16sa en andragradsekvation réicker det darfor att hitta en metod for att 16sa ekvationer
av typen
2?2 +pr+q=0.

Vi borjar med att dra bort ¢ fran bada sidorna och far da
% + pr = —q.

Vi forscker nu samla 2? +px i en kvadrat. Vi ser att (z + %)2 =22 +pr+ (g)2 stAmmer Gverens

. o 2
med vinsterledet 2% 4 px sa nir som pa konstanttermen (g) .
For att kompensera konstanttermen adderar vi denna till bada sidor av ekvationen. Saledes kan
vi skriva om var ekvation som

g () =0 (3
a:+pa:+(2 q+ 5) -

Nu kan vi skriva vinsterledet som en kvadrat och vi far

(s+5) =0+ (5)"

Om hogerledet &r storre én eller lika med noll &r denna ekvation uppfylld precis da
p P\?
B
T+ 9 5 q

Genom att subtrahera £ fran bada leden far vi 16sningarna

xz—ZiJ@f—q

Om hogerledet dr negativt dr ekvationen uppfylld precis da

D . P\?2
2= )
TG =5

Genom att subtrahera £ fran bada leden far vi l6sningarna

D, . P\?2
--Lanfe G
TE Ty \g

Denna formel brukas kallas pg-formeln. Det &r inte rekommenderat att ldra sig denna formel
utantill. Ovningarna som foljer anvinder sig av pq-formeln for att lisaren ska kénna igen sig fran
gymnasiestudierna, men lésarens fokus bor vara pa att forsta 16sningsforslagen med kvadratkom-
plettering.



Exempel 2.6. Lds andragradsekvationen x> + x — 2 = 0 med hjilp av pg—formeln och sedan med
hjdlp av kvadratkomplettering. Kontrollera losningarna genom insdttning.

Lésningsforslag 1: Vi siitter in p = 1 och ¢ = —2 i formeln och far att

x=-1/2++/(-1/2)2 - (-2)=-1/2++/1/4+2=-1/2++/9/4=—-1/2£3/2,
vilket ger x = 1 och = —2. Vi kontrollerar sedan att vi har riknat ritt genom inséttning och far
124+1—-2=0samt (—2)2+ (-2) —2=0. *

Losningsforslag 2: Vi skriver om ekvationen som 2 + « = 2 och samlar 22 + z i kvadraten
(r+1/2)* = 2%+ +1/4,

dédr 1/2 i parentesen dr vald som halva koeffiecienten framfor z-termen. Genom att ldgga till 1/4
pa bada sidor i ekvationen far vi
P rr+1/4=2+1/4

som vi kan skriva om till

(z+1/2)* =9/4.
De tal vars kvadrat &r lika med 9/4 dr £3/2, alltsa dr —1/2 £ 3/2 16sningar till var urspungliga
ekvation, det vill sdga £ = 1 och x = —2, vilket &r samma l6sningar som vi fick ovan.

*

Exempel 2.7. Lds ekvationen 322 — 5z = 0 med hjilp av pg—formeln och sedan med kvadratkom-
plettering. Kontrollera losningarna genom insdttning.

Losningsforslag 1: Forst dividerar vi hela ekvationen med konstanten 3 och far 2 — (5/3)z = 0
som vi 16ser med pg-formeln (observera att ¢ = 0):

5 2
o=y (L/i%) _5/3 . 5/3
2 2 2 2
Det vill siiga att = 5/3 och x = 0 #r ekvationens losningar. Vi kontrollerar sedan att vi har
riknat rétt genom insdttning i den ursprungliga ekvationen. *

Lésningsforslag 2: Vi delar bada sidor med tre och far 22 — (5/3)x = 0. Vi samlar sedan 22 — (5/3)x
i kvadraten
(x —5/6)? = 2* — 5/3x + 25/36.

Vi liagger till 25/36 pa bada sidor av ekvationen och far

2% — (5/3)x + 25/36 = 25/36,
det vill sdga
(x —5/6)% = 25/36.

De tal vars kvadrat &r 25/36 &r £5/6. Losningarna dr darfor 5/6 +5/6, det vill siga z = 5/3
och z = 0. *

Losningsforslag 3: Det finns ett annat sitt att losa ekvationen 3z2 — 5z = 0. Vi noterar att
322 — 5z = z(3x — 5). Om detta uttryck ska vara lika med noll si maste antingen z vara noll
eller sa maste (3xz — 5) vara noll, vilket ger 16sningarna 0 och 5/3. Vi har faktoriserat ekvationen
322 — 5z. Mer om detta i nésta avsnitt. *
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Exempel 2.8. Lis ekvationen x% + x + 1 = 0 med pq-formeln och med kvadratkomplettering.

Losningsforslag 1:

Fran pg-formeln far vi x = —1/2 +4y/—((1/2)?2 — 1) = —1/2 £ i4/3/4. Vi har att
V3/4=13/2,
sa x = (—1 +iv3)/2 och = (—1 —iy/3)/2 #r vara losningar.

Losningsforslag 2: Vi skriver om ekvationen som z? + x = —1 och sedan som

via kvadratkomplettering, det vill sédga

De tal vars kvadrat dr —3/4 #r iv/3/2 och —i\/3/2. Det giller alltsa att
z+1/2 = +iV3/2.

Losningarna blir # = —1/2 4 4v/3/2 och = —1/2 — i1/3/2. *

En forstagradsekvation har exakt en 16sning, medan en andragradsekvation har som mest tva
l6sningar. Ibland kan en andragradsekvation bara ha en 16sning, till exempel har z? = 0 bara
16sningen x = 0. Som vi tidigare har sett finns det andragradsekvationer som saknar 16sningar Gver
de reella talen, till exempel 22 + 1 = 0, men da finns alltid tva komplexa losningar. I allminhet
géller det att en n:te-gradsekvation har som mest n 16sningar.

Kuriosa 6. Det finns losningsformler dven for polynomekvationer av grad tre och fyra, men de dr
komplicerade. For godtyckliga polynomekvationer av grad fem eller higre saknas losningsformler
som bara innehaller de fyra rdaknesdtten och rotutdragningar. Detta visades av norrmannen Niels
Henrik Abel (1802-1829).

2.1.4 Linjéra ekvationssystem

Det ska ordnas en fisketévling och man vill beléna bade kvantitet och kvalitet. Man bestdmmer
sig for att utdela 20 podng per fisk och 10 podng per hekto.

En tévlande som fatt 3 abborrar med vikterna tre, tva, och fem hekto far alltsa 3-20+3-10 +
2-1045-10 = 160 podng, medan en tévlande som endast far en tvahektosfisk far 1-20+2-10 = 40
poang.

Lat oss nu betrakta det omvinda problemet. Lat oss anta att vi kidnner till vikten och antalet
fiskar och det sammanlagda antalet podng for tva tdvlande, men att vi inte vet hur manga poéng
det delas ut per fisk och inte heller hur mycket man far per hekto.

Sag till exempel att tva fiskare bada har fatt 20 poéng, att den forsta fiskaren har fangat 1
abborre om 4 hekto, och att den andra fiskaren fangat 2 abborrar om sammanlagt 3 hekto. Hur
manga poang far da en fiskare som fangat 4 abborrar om sammanlagt ett kilo?

Lat oss anta att det delas ut a podng per fisk och b poing per hekto. Informationen om fiskare
1 ger oss att

l-a+4-b=20

och informationen om fiskare 2 ger oss att

2-a+3-b=20.
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Detta ger upphov till ett linjdrt ekvationssystem i variablerna a och b som vi skriver som

a+4b =20
2a + 3b = 20.

Med linjart i a och b menas att de obekanta a och b bara forekommer med exponent 1.
Vi l6ser ekvationssystemet genom succesiv eliminering av variabler. Fran den forsta ekvationen
16ser vi ut a;

a = 20 — 4b.

Vi séitter in detta uttryck for a i den andra ekvationen och far
2(20 — 4b) 4 3b = 20.

Detta &r ett linjdr ekvations i en variabel som har 16sningen b = 4. (Verifiera detta.)

Satter vi in detta virde pa b i den forsta ekvationen far vi a = 20 — 4 - 4 = 4. En fiskare som
fangat 4 abborrar om sammanlagt ett kilo far alltsa 4 - 4 + 10 - 4 = 56 poéng.

Anmérkning: Nar man har hittat en 16sning till ett linjirt ekvationssystem &r det oftast enkelt
att verifiera att 16sningen &r korrekt genom inséttning i alla ekvationerna. Innan man blivit helt
bekvdam med den succesiva eliminationen uppmanas man att alltid verifiera sina 16sningar.

Att succesivt eliminera variabler kan generaliseras till system med tre eller fler obekanta, och
den teorin kommer ldsaren att stota pa under sina forsta kurser pa hogskolan.

Ovningar
1. Finn l6sningarna till ekvationen p(x) = 0, dér
(a) ple) =2+ +1
(b) p(z) =32% + 22 -5
(©) plx) = (3 —z)(4+x)

2. Los ekvationssystemet

3a+2b=4

a+3b=2
3. Los ekvationssystemet

r+y=>5

dr4+2y=29

4. Lat p(z) = 222 + ax + b vara ett polynom. Bestdm a och b s& att p(—3) = 6 och p(1) = 7.

2.2 Faktorsatsen och polynomdivision

Liksom med vanliga tal kan man ocksa dividera polynom med varandra. I det hir avsnittet ska vi
undersoka hur detta gar till. Precis som for heltalsdivision kommer vi att anvéinda begreppen kvot
och rest.

2.2.1 Polynomdivision

Om vi vill dividera polynomet p(x) med polynomet g(x) kan vi p4 motsvarande sitt som i kapitlet
[1.2.3] skriva

p(z) = g(z) - q(z) + 7(z).
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Polynomet g(x) kallas for kvoten, polynomet r(x) &r restpolynomet och polynomet ¢(z) kallas for
divisorspolynomet. Genom att kriiva att graden pa r(x) ska vara mindre én graden pa divisorn
q(z) sa blir framstéillningen
p(z) = g(x) - q(x) + r(z)
unik.
Om r(z) = 0 kallas det for nollpolynomet. Om detta &r fallet géller det att p(z) #r delbart med
q(x) och att polynomdivisionen p(x)/q(x) gar jaimnt ut.

2.2.2 Divisionsalgoritmen fér polynom

Lat oss nu ga igenom divisionsalgoritmen fér polynom. Metoden illustreras littast genom ett kon-
kret exempel.

Exempel 2.9. Dividera p(z) med q(z) déir p(z) = 223 + 22 + 22 + 6 och q(x) = 2% + 4. Vad blir
kvoten och vad blir resten?

Losningsforslag: Vi vill finna g(x) och r(x) sa att p(x) = g(x) - ¢(x) + r(z) och dér r(x) har ldgre
grad én g(x).

Vi borjar med att eliminera tredjegradstermen i p(x) genom att dra bort en lamplig "multipel”
av ¢(x). Genom att multiplicera ¢(x) med 2z far vi ett uttryck som overensstdmmer med p(z):s
hogsta term 223, Detta ger oss

p(x) — 22 - q(z) = (22% + 2% + 22 + 6) — (22° + 8x) = 2® — 6 + 6,

det vill sdga
p(x) =2z - q(2) + (2* — 62 + 6).

For att vi ska vara klara maste graden av restpolynomet vara strikt mindre &n divisorpolynomets
grad. I vart fall ska vi ha en rest med grad strikt mindre &n 2, sa vi maste fortsitta. Vi ser att

(x2 —6246) —1-q(x) = (2> =62 +6) —1- (2> +4) = —62 + 2,

det vill séga
(x? — 62 +6) =1-q(x) — 62 +2

och nu kommer vi inte lingre eftersom resten —6x + 2 har ldgre grad &n divisorn z2 + 4. Jamfor
aterigen med division av heltal. Nir resten blivit mindre &n det man delar med kommer man inte
léangre.

Vi har alltsa fatt att

p(z) =2z - q(z) + (2* — 62+ 6) =22 - q(x) + 1 - q(x) — 62 +2 = (22 + 1)q(x) — 62 + 2.

Det betyder att vi har funnit kvoten g(x) = 2x + 1 och resten r(z) = —6x + 2.
Man kan utféra polynomdivision med "liggande stolen” eller "trappan” om man sa vill. Rik-
ningarna vi utfort ovan kan sammanstéllas i trappan.

20+ 1
22 +4 [ 2035+ 2%2+22+6
—(22° + 8x)
22 —6x+6
—(a® +4)
—6z + 2
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Alltsa ar

203 + 2% + 224+ 6= (22 +1)- (2 +4) — 62 + 2.

Exempel 2.10. Utfér polynomdivisionen p(z)/q(x) dir p(x) = 23 + 2z + 3 och g(z) = = + 1.

Losningsforslag: Vi utfér polynomdivisionen med hjélp av trappan. Vi ritar forst upp stolen och
placerar in p(x) och g(z).

x+1|x°+2x+3

Niista steg dr att se hur manga ganger = (fran x+1) gar i 2% (fran 2® + 22 + 3), vilket #r 22
ganger. Vi drar dirfor bort z2(x + 1) = 2% + 22 fran 23 + 22 + 3. Detta for vi in i trappan enligt
nedan. Over stolen skriver vi 2 for att komma ihag att vi dragit bort 2?(x + 1).

22
r+1| 23+22+3
—(a® +2?)
22 4+22+3

Vi har alltsa gjort oss av med hogstagradstermen i x® 4+ 2z + 3, och skrivit % 4+ 2z + 3 =
2?(z + 1) + (=22 + 22 + 3). Vi ér inte klara #nnu eftersom resten, —z2 + 2x + 3, har hogre grad
an x4+ 1. Det vi vill géra nu &r att utfora en polynomdivision mellan —z2 4 2z + 3 och z + 1, s4 vi
fortsitter pa samma sitt. I nista steg vill vi alltsa fa bort 22 —termen. Vi kontrollerar dirfor hur
manga ganger x gar i —z?, vilket ir —x ganger. Vi subtraherar —x(x + 1) fran —z2 + 2z + 3, detta
inf6r vi i trappan enligt nedan.

2?2 -z
z4+1[ 25+22+3
— (2% + 2?)
—2? +2x+3
—(—a® — )
3z + 3

Slutligen vill vi utféra en polynomdivision av 3z + 3 med = + 1. Vi far

22 —x+3

r+1 23 +2cx+3
—(a® +2?)
—2Z +2r+3
—(—a? - =)

3z +3
—(3z+3)

0

Eftersom vi slutade med en nolla gick polynomdivisionen jamt ut. Vi har alltsa fatt fram att
3 +2r+3=(z+1)(2%2 —2+3). *
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2.2.3 Faktorsatsen

Lat p(z) vara ett polynom av grad n. Om det finns en faktor (x — a) i polynomet sa kan man bryta
ut denna faktor och skriva p(x) = (z — a)q(z) dir ¢(x) &r ett polynom av grad n — 1. Vi ser da att
a dr en rot till p(x) eftersom

p(a) = (a —a)gq(a) = 0- g(a) =0
oavsett virdet pa g(a).

Exempel 2.11. Polynomet p(x) = 22 — 4 kan faktoriseras med hjilp av konjugatregeln, det vill siga
22 —4 = (v —2)(z +2). Alltsd dr 2 och —2 rétter till polynomet p(z).

Vi ska nu visa att dven det omvénda giller, alltsa att om a &r en rot till ekvationen p(z) = 0,
for nagot polynom p(z) av grad n, s maste (z — a) vara en faktor i polynomet.

Vi bérjar med att utfora polynomdivision pa p(z) med (x — a). Fran foregaende kapitel vet vi
att resten har grad mindre &n det vi delar med, alltsa far vi

p(x) = g(z)(z — a) +r(z),

dér g(x) dr ett polynom av grad n — 1 och r(x) &r ett polynom av grad noll. Eftersom ett polynom
av grad noll &r konstant sa kan vi skriva det som r(x) = k. Detta betyder att r(z) &r lika med k
oavsett virde pa z.

Eftersom vi har antagit att a dr en rot till p(x), sa &r p(a) = 0. Sétter vi in detta i uttrycket
ovan erhaller vi

0=pla) =g(a)(a—a)+r(a) =g(a) - 0+r(a) =r(a) = k.

Alltsa dr k = 0 och dérmed har vi p(z) = g(x)(z — a) sd (x — a) ér en faktor i polynomet om a
ar en rot till p(z) = 0. Vi har saledes bevisat

Sats 6. (Faktorsatsen) Uttrycket (x — a) dr en faktor i polynomet p(x) om och endast om a dr en
rot till polynomekvationen p(z) = 0.

Uttrycket om och endast om innebér ekvivalens, vilket betyder att vi har visat pastaendet at
bada hallen: om a &r en rot till p(x) = 0 sa &r (v — a) en faktor i polynomet och om (z — a) &r en
faktor i polynomet sa &r a en rot. Enligt faktorsatsen &r alltsa problemet att finna losningar till en
polynomekvation ekvivalent med problemet att finna forstagradsfaktorer i ett polynom.

Exempel 2.12. Polynomet p(z) = 53 — 3x? — 2x dr delbart med faktorn (x — 1) eftersom 1 dr en
rot till polynomet. Aven 0 dr en rot till p(x) och alltsd dr p(x) delbart dven med (x —0) = .

Exempel 2.13. Ldt p(z) = x3 — 322 + 4. Lis tredjegradsekvationen p(z) = 0 med hjilp av faktor-
satsen.

Losningsforslag: Om vi kan finna en heltalsrot till p(z) genom att prova oss fram, sa kan vi dérefter
utfora polynomdivision med motsvarande faktor for att dérefter 16sa den andragradsekvation vi da
far. Vi ser att o = 2 4r en 16sning till ekvationen eftersom p(2) = 23 — 3. 22 + 4 = 0. Det betyder
enligt faktorsatsen att (v — 2) ér en faktor i polynomet, vilket innebér att polynomet dr delbart
med (z — 2). Med polynomdivision, vars steg vi inte redovisar hiir, far vi p(z) = (z —2)(2% — 2 — 2)

och ekvationen 22 —x —2 = 0 &r en vanlig andragradsekvation med l6sningarna © = —1 och z = 2.
Saledes har var ekvation lésningarna x = —1 och & = 2 dér den senare dr en dubbelrot. Polynomet
kan dérfor skrivas som p(x) = (z + 1)(x — 2)2. *

Exempel 2.14. Man vet att 1 och 3 dr rotter till polynomet x? + ax + b. Bestim a och b.

Losningsforslag: Enligt faktorsatsen giller det att (z — 1)(z — 3) = 22 + ax + b, det vill siiga
2?2 —4x + 3 = 2% + ax + b. Alltsa maste a = —4 och b = 3.
*
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2.2.4 Hur man finner rationella rotter

Oftast dr det omdjligt att gissa sig till en rot till ett polynom p(x). Men det finns ett enkelt resultat
som gor det mojligt att finna eventuella rationella ratter till p(x) da polynomet har heltalskoeffi-
cienter. Vi visar hur detta resultat fungerar med ett exempel.

Exempel 2.15. Ldt f(x) = 23 — 622 + 11x — 6. Finn alla rationella rétter till polynomet f(x).

Losningsforslag: Vi antar att vi har en rationell rot g till polynomet f(x), dar % ir ett maximalt

forkortat brak. Da géller att
3 2
<p) —6<p) +1f =0
q q q

Om vi multiplicerar uttrycket med ¢* far vi
p> —6pPq+ 11pg® — 64> = 0.
Vi adderar sedan 6¢> till bada sidor sa att
p* — 6p*q + 11pg* = 6¢°.
Genom att bryta ut p i vénsterledet erhalls

p(p? — 6pq + 11¢°) = 6¢°.

Eftersom vénsterledet hér dr delbart med p maste dven hogerledet vara det. Vi antog att p och ¢
saknar gemensamma faktorer vilket innebér att p maste dela 6. Mgjliga virden pa p blir dérfor
+1,4+2,43 och £6.

P& samma sitt kan vi hitta mojliga virden pa ¢. Vi gor detta genom att subtrahera p3 fran
bada led i ekvationen

p* = 6p°q + 11pg® — 6¢° = 0,
vilket ger
—6p°q + 11pg® — 6¢° = —1 - p°.
Vi bryter ut ¢ i vénsterledet och far

q(—6p° + 11pg — 6¢°) = —1-p°.

Vi ser att vansterledet &r delbart med g och dérfor maste ocksa hogerledet vara det. Vi antog att
p och ¢ saknar gemensamma faktorer vilket innebér att ¢ maste dela —1. Vi far alltsa de mgjliga
virderna +1 for . Kombinerar vi alla virden pa p och ¢ far vi

1 1 -1 -1
1 R | ’ 1 B ’
222’ l:_z ;2:_2’ ;2:2’
1 -1 1 -1
3 3 -3 -3
I —_ 3, jl —_— _37 T — _3’ jl —_— 37
6 6 —6 —6
I —_— 6’ ?1 — 76, T — 767 ?1 — 67

det vill siiga +1,42, +3 och 6 dr de mdjliga rationella losningarna till ekvationen f(z) = 0. Lat
oss testa losningarna genom inséttning. Vi far

F3)=0, f(—6)=-504 och f(6)= 60.
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Alltsa dr 1,2 och 3 rotter till polynomet f(x).
*

Mer allmént géller foljande sats.

Sats 7. Ldt f(z) = anz"™ + apn_12" 1 + -+ + a1 + ag vara ett polynom med heltalskoefficienter.
Om p/q dr en rot till f(x), dir p/q dr forkortat sa langt som mdjligt, sa maste p vara en faktor i
ag och q en faktor i a,.

Vi utelamnar beviset, men det utfors i princip pa samma sédttt som vi resonerade i exemplet
tidigare.

Exempel 2.16. Lit f(z) = 2° + 22 +x + 1. Finn alla rationella lsningar till ekvationen f(x) = 0.

Losningsforslag: Om polynomet har en rationell rot p/q, maximalt forkortad, sa maste det gilla
att g dr en faktor till koefficienten framfér 2 (som dr 1) och att p ér en faktor till den konstanta
termen (som ocksa #r 1). Alltsa dr de enda mdjliga 16sningarna

(-1)/(-1)=1/1=1o0ch 1/(-1) =(-1)/1=—-1.
Inséttning ger
f) =1 +12+1+1#0

och
f(=1)= (1> + (-1)*+ (-1)+1=0.

Alltsa #r —1 den enda rationella roten till polynomet f(z).

*

Exempel 2.17. Ldt f(z) = 82° + 2x + 6. Visa att ekvationen f(x) = 0 saknar rationella losningar.

Losningsforslag: Om f(x) har en rationell rot p/q sa maste det gilla att ¢ dr en faktor till 8 och
att p dr en faktor till 6. Mojliga virden pa ¢ &r dérfor +£1,+2, +£4, 8 och mdojliga virden pa p ar
+1,4+2 + 3, +6. Detta ger

1 1 3 3 1 3

+2, 43, 46, +=, +=, +2, £, £, 42

:|:17 ) ) ) ) ) )
2 4 2 4 8 8

som mojliga 16sningar. Léisaren kan verifiera genom inséttning att inget av dessa rationella tal &r
en 16sning till ekvationen f(z) = 0. Alltsa saknar ekvationen f(z) = 0 rationella losningar. *

Ovningar

1. Utfér polynomdivisionerna p(x)/q(x) dir

(a) p(x) =22+ 2+ 1ochq(z)=2—1,

(b) p(z) = 32® + 22% — 5z + 7 och ¢q(x) = 2% + 3,

(c) p(x) = 32* + 22% — 522 + .+ 7 och ¢q(x) = 2% — 32 — 1,
(d) p(x) =23+ 1 och q(z) = 2% —z +1,

(e) p(a:): — 23 4+ 22 4+ 2 och q(x) = 23 + 42% + 42 + 3.
(f) p(x) = 25 och q(z) = 2°.

2. Visa med hjilp av faktorsatsen (utan att utfora polynomdivision) att p(z) = 23 — 6x + 4 &r
delbart med (z — 2).
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3. Los ekvationen 2 + 22 — 22 — 2 = 0 med hjilp av faktorsatsen.
4. Finn alla heltalslosningar till ekvationen x* — 2522 4+ 9 = 0.

5. Bestim de viirden pa konstanten k for vilka polynomet p(z) = 2® — kxz + k? #r delbart med
(z +2) och ange kvoten.

6. Finn alla rationella rotter till 823 + 222 — z — 1.

7. Finn alla 16sningar till ekvationen (z — 1)(x — 2)(z — 3)(x — 4)(z — 5) = 0.

2.3 Kombinatorik

Kombinatorik &r den del av matematiken dédr man bland annat pratar om olika sorters urval och
svarar pa fragor om pa hur manga sitt dessa kan goras.

2.3.1 Multiplikationsprincipen
Vi borjar avsnittet genom att férklara multiplikationsprincipen med ett exempel.
Exempel 2.18. Anna har tre tréjor och fyra par byxor. Pa hur manga olika sdtt kan hon kld sig?

Losningsforslag: Valet av troja édr oberoende av valet av byxor. Vilken tréja Anna ska ha pa sig kan
hon vélja pa tre sdtt och byxorna hon ska ha pa sig kan hon vilja pa fyra sitt. For varje val av
troja finns fyra val av byxor. Anna kan kl& sig pa 3 - 4 sétt. *

Mer allmiint giller:

Antag att vi ska gora k val oberoende av varandra och att det i:te valet kan goras pa
m; sitt. Da &dr det totala antalet valmojligheter enligt multiplikationsprincipen

My - Mo - M3 Mp—1 - M.

Exempel 2.19. Stryktips gar ut pa att man gissar hur 13 fotbollsmatcher slutar (vinst, forlust eller
oavgjort). Hur manga mdajliga stryktipsrader finns det?

Lésningsforslag: Varje rad kan tippas pa tre sitt och alla rader dr oberoende av varandra. Enligt
multiplikationsprincipen finns

3.3-3.3.-3-3-3.3-3-3-3-3-3=3"=1594323

stryktipsrader. Vi anvinde alltsa multiplikationsprincipen med k& = 13 och my = mg = ... =
myz = 3. Detta var alltsa ett specialfall av multiplikationsprincipen da alla m; :n var lika. *

I Kapitel 1 studerade vi begreppet positiv delare till naturliga tal. Vi sag bland annat att 520,
som kan primtalsfaktoriseras som 23 -5-13, hade 16 positiva delare. Vi sag dven att delarna till 520
ar pa formen 2%-5°-13%, dir 0 < ¢ < 3,0 < b < 1och 0 < ¢ < 1. Fér exponenten a har vi alltsa fyra
val (0,1,2,3) och for exponenterna b och ¢ har vi tva val (0, 1) var. Enligt multiplikationsprincipen
ar antalet delare darfor lika med 4-2 -2 = 16.

Exempel 2.20. Bestim antalet positiva delare till talet 516.

Losningsforslag: Vi har 516 = 2-258 =2-2-129 = 2-2-3-43 = 22.3-43. Antalet delare dr dirfor
3-2-2=12. *

Exempel 2.21. Bestim antalet positiva delare till talet 25 - 3% - 17°.

Lésningsforslag: Enligt multiplikationsprincipen dr antalet delare lika med 6 - 5 - 10 = 300. *
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2.3.2 Permutationer

En permutation &r en omordning av en uppséttning olika objekt. En permutation tar hdnsyn till i
vilken ordning objekten kommer och varje objekt far endast vara med en gang.

Exempelvis dr abc och bca olika permutationer av bokstéverna a, b och c¢. S& hur manga per-
mutationer av bokstidverna a, b och ¢ finns det? Vi kan vilja den forsta bokstaven pa tre sétt, nar
vi har gjort detta val finns det tva bokstédver kvar att vélja bland. Vi kan vélja en av dessa pa
tva sitt och slutligen kan den tredje bokstaven "viljas” pa ett sitt. Alltsa finns det 3-2-1 =6
permutationer av {a, b, c}, ndmligen

abe, ach, bac, bea, cab, cba.

Vi har har anvant multiplikationsprincipen med m; = 3, me = 2, mg = 1.

Pa samma sétt kan vi berdkna antalet sétt att ordna de 52 korten i en kortlek. Det kan vi gora
pa 52-51-50-...-3-2-1 sitt. For att slippa skriva ut den langa produkten infér vi nu en ny
notation.

For varje positivt heltal k infor vi beteckningen k! (k-fakultet) for talet

ko(k—1)---2- 1

Heltalet k! &r alltsa produkten av alla heltal mellan 1 och k. Vi definierar dessutom 0! = 1 av
praktiska skil. I vart kortleksexempel finns det alltsa 52! sétt att ordna de 52 korten i en kortlek.

Exempel 2.22. Berdkna 5!.

Losningsforslag: 5! =5-4-3-2-1 = 120. *

Exempel 2.23. Hur manga olika "ord” kan man bilda av bokstiverna i LUS (alla bokstiverna ska
inga)?

Lésningsforslag: Vi anvinder multiplikationsprincipen. Den forsta bokstaven kan viljas pa 3 sitt,
den andra pa 2 och den tredje pa 1 sétt. Det foljer att vi kan bilda 3-2-1 = 3! = 6 ord av
bokstéverna i LUS. De olika orden &r:

LUS, LSU, SLU, SUL ,ULS, USL.

Detta dr forstas samma antal som antalet permutationer av bokstidverna a, b, c som vi berdknat
tidigare. *

Exempel 2.24. Pa hur manga sdtt kan man bilda en k6 av fyra personer?

Losningsforslag: Fragan handlar om att ordna fyra personer pa rad. Det finns alltsa 4! = 24 olika
sitt att gora detta pa. *

2.3.3 Ordnat urval

Man kan ocksa ténka sig att man viljer ut en del av objekten att skapa permutationer av. Ett
ordnat urval &r en ordning av en del av de objekt man har till hands. En permutation ar alltsa ett
specialfall av ett ordnat urval dar man véljer ut alla objekt som finns till hands.

Exempel 2.25. Pa hur mdnga sitt kan man mala en flagga med tre olika firger (som Frankrikes
flagga) om vi har tio firger att vilja bland?
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Lésningsforslag: Vi har tre omraden att mala. Férsta omradet kan malas med tio fiarger, det andra
med en av de 6vriga nio och det sista omradet med atta farger. Detta ger oss da totalt 10-9-8 = 720
olika flaggor. *

Vi kan generalisera flaggexemplet och med hjilp av multiplikationsprincipen far vi att det finns

n!

n(n—l)(n—2)---(n—k+1):m

sitt att ordna k objekt fran n objekt.

2.3.4 Ordnat urval med upprepning

Nu ska vi underscka hur manga ord vi kan bilda fran en samling objekt som inte noédvandigtvis &r
unika.

Exempel 2.26. Hur mdnga olika ord kan man bilda av bokstiverna i LUU (alla bokstiverna ska
inga)?

Lésningsforslag: Hir blir det nagot annorlunda #n tidigare eftersom vi har tva likadana bokstéver.
Om vi forst bortser fran detta vet vi enligt exemplet ovan att det finns 6 olika ord. Vi maste nu
ténka pa att vi ha tva stycken U:n. Dessa kan i varje ord ordnas (inbérdes byta plats) pa tva sétt
sa att ordet forblir detsamma. Vi far diarfor bara %: = 3 mgjliga ord. Fran borjan, nir vi antog att
alla bokstéver var olika, rdknade vi alltsa varje ord tva ganger. De olika orden &r:

LUU, ULU, UUL.

*

Exempel 2.27. Hur manga olika ord kan man bilda av bokstiverna i ABCAA (alla bokstiverna ska
inga)?

Losningsforslag: Om vi forst bortser fran att vi har tre likadana bokstéver finns det 5! = 120 olika
ord. De tre A:n kan i vart och en av dessa 120 ord ordnas (inbérdes byta plats) pa 3! = 6 sétt sa
att ordet forblir detsamma. Vi far darfor bara %: = 20 mojliga ord. Fran borjan, nir vi antog att
alla bokstédver var olika, rdknade vi alltsa varje ord sex ganger. *

Exempel 2.28. Hur mdanga olika ord kan man bilda av bokstiverna i SKATTKARTA (alla bokstd-
verna ska inga)?

Lésningsforslag: Vi har 10 bokstéver som ska inga i ordet. Hade de tio bokstéverna varit olika hade
det funnits 10! olika ord. Men nu maste vi komma ihag att vi har tva K:n som i varje ord kan
ordnas pa 2! siitt, tre A:n som kan ordnas pa 3! siitt och tre T:n som kan ordnas pa 3! sitt. Detta
innebér att vi rdknade varje ord 2!3!3! ganger nér vi antog att alla bokstaver var olika. Det foljer

att vi kan bilda
10!

o131 O
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2.3.5 Oordnat urval

Med en kombination menas ett oordnat val av objekt fran en uppséttning olika objekt. Exempelvis
ar adc och acd samma kombination av objekten a, b, ¢ och d.

Exempel 2.29. Pa hur manga sdtt kan vi vilja ut tre personer ur en grupp med fem personer?

Losningsforslag: Har dr det underforstatt att man soker en kombination, eftersom det &r en grupp
personer som ska véljas, till skillnad fran exemplet med flaggorna dér ordningen spelade roll. Den
forsta personen kan viljas pa fem sitt, den andra pa fyra och den tredje pa tre sidtt. Alltsa kan
vi gora ett ordnat urval pa 5-4 -3 = 60 sdtt. Vi maste nu komma ihag att for varje kombination
av tre personer finns 3! permutationer varfor vi maste dividera med sex. Varje kombination svarar
alltsa mot sex permutationer i detta fallet och svaret blir alltsa 60/6 = 10. De olika grupperna som
kan bildas ar

{P1, P2, P3}, {P1, P2, P4}, {P1, P2, P5}, {P1, P3, P4}, {P1, P3, P5}, {P1, P4, P5},
{P2, P3,P4}, {P2, P3, P5}, {P2, P4, P5}, {P3, P4, P5},

dér P1 star for person ett, P2 for person tva, och sa vidare.

*

Hur manga séitt finns det i allménhet att oordnat vélja k objekt fran n objekt? Om vi hade tagit
hénsyn till ordning hade det funnits

nn—1)n-2)---(n—k+1)

val. Eftersom en grupp av k personer kan ordnas pa k! sitt sa kommer varje grupp av personer att
forekomma k! ganger nér vi gor det ordnade urvalet. Vi far alltsa det oordnade urvalet genom att
dela med faktorn k!, vilket betyder att det finns

nn—1)n-2)---(n—k+1)
k!

sitt att véilja k objekt fran n objekt oordnat.
Antalet sitt att vilja k foremal av n mojliga dyker upp i manga sammanhang och har darfoér

fatt en egen beteckning. Det betecknas
n
(:)
och kallas binomialkoefficient.
Genom att forldnga téljare och ndmnare med (n — k)! far vi likheten

(1) =

Symbolen (}}) utlises "n éver k7.

Exempel 2.30. Berdkna (;)

Losningsforslag:
AN 7! _7-6-5-4-3-21_7-6-5_7-6~5_7 5_ 35
3) (1-3)3! 4.3.2./-3-2.1 3-2-1 F-Z-1 N
Det finns alltsa 35 sétt att vilja ut tre personer fran en grupp av sju. *
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Exempel 2.31. En pokerhand innehaller fem av de 52 korten i en kortlek. Vad dr det totala antalet
pokerhinder?

Losningsforslag: Vi ska rékna ut antalet sétt att dra fem kort ur en kortlek innehallande 52 kort,
utan att bry oss om i vilken ordning de dras. Med andra ord finns det (552) olika pokerhénder.

(Z> och (nnk>

ar samma tal. Att vilja ut k av n dr ju detsamma som att vilja bort (n — k) av n. Vi kan #ven
visa detta algebraiskt:

Vi kan konstatera att

n n! n! n! n
(k> Ckn—k)! (n—m—k)(n—-k)! (n—k!(n-(n-k) (n - k)'
2.3.6 Summasymbolen

Summasymbolen , >, infors for att man pa ett mer kompakt séitt ska kunna skriva summan av ett
storre antal termer. Summasymbolen &r den stora bokstaven sigma i det grekiska alfabetet. Om vi
vill summera alla tal mellan 1 och 30 skulle vi kunna skriva det som

1424+3+44+54+64+7+8+94+10+114+12+134+14+15+16+
174184+ 194+ 20+ 21 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 30

vilket 4r omstéandligt. Med hjilp av summasymbolen kan man istéllet skriva detta som

30
i
i=1
Detta ldser man som summan av alla tal i da i gar fran ett till trettio.

Exempel 2.32. Skriv 3* + 3° + 35 + 37 + 38 + 3% + 310 + 3! med hjilp av summasymbolen.

Lésningsforslag: Vi summerar en massa trepotenser. Potenserna borjar pa fyra och slutar pa 11.
Vi kan dérfor skriva

11
34+35+36+37+38+39+310+3112231'.
i=4

Tbland skriver man ocksa Y17, 37 for att spara plats. *

2.3.7 Binomialsatsen och Pascals triangel

Vi vet sedan tidigare att
(x +y)? =2 + 20y + ¢,
enligt kvadreringsregeln. Vi ska nu se vad som hinder om vi har en annan exponent &n tva.

Exempel 2.33. Multiplicera ihop parenteserna i (x + y)3.

Losningsforslag: Anviandning av kvadreringsregeln ger att

(+y)?° = (z+y)(z+y)?
(z +y)(a® + 2xy +y°)
= (42 + (@ +y)2zy + (z+y)y
23+ 2Py + 202y + 2xy% + xy? + o
= 2%+ 32%y + 3xy® + 4.

2
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Resultatet kallas kubregeln.

Exempel 2.34. Multiplicera ihop parenteserna i (x + y)*.

Lésningsforslag: Anvindning av kubregeln ger att

(z+y)(z+y)°

(z +y) (2> + 322y + 32 + »°)

= (z+y)a’ + (z +y)32°y + (¢ +y)3zy” + (z + )y’
= 2t + 23y + 323y + 32%9% + 322y + 3wy + 2y + ¢t
= ot + 423y + 622y + 4y + ot

(x+y)* =

*

En formel for att berdkna (x 4 y)™ for ett godtyckligt positivt heltal n ges av binomialsatsen.
Beviset utelimnas, men den intresserade ldsaren uppmanas att férsoka komma med ett eget bevis

baserat pa ett kombinatoriskt resonemang.
Sats 8. (Binomialsatsen) For heltal n gdller det att
" (n
(x+y)" = Z (k> xRy,
k=0
Exempel 2.35. Anvdind binomialsatsen for att utveckla (z + y)3.

Lésningsforslag: Vi anviinder summaformeln i binomialsatsen med n = 3 och far:

3 3 3 3
(x+y)°* = <0>x3 + <1>x2y+ (2>xy2 + <3>y3 = 2® + 327y + 32y® + ¢°.

Termerna framfor x2, 22y, xy? och y3 kallas binomialkoefficienter.

Exempel 2.36. Bestim koefficienten framfér x* i polynomet (z + 1)°.
Losningsforslag: Med y = 1 sa har vi enligt binomialsatsen att
(z+1)° = 26: (6> P
k=0 k .

Nir k #r 2 s& dr 257F = 2%, Alltsa ér koefficienten framfor z? lika med (g) 212 = 15.

Exempel 2.37. Bestim koefficienten framfor x* i polynomet (2 + x)S.

Losningsforslag: Med y = 2 sa har vi enligt binomialsatsen att

6

=3 (0) sz

k=0

Nar k &r 3 sa dr 2875 = 3. Alltsd dr koefficienten framfor 23 lika med (g) 23 =20-8 = 160.
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Exempel 2.38. Bestim koefficienten framfor x® och koefficienten framfor x'°

(2 + x%)22. Svaren behdver inte ges pd utriknad form.

1 utvecklingen av

Losningsforslag: Enligt binomialsatsen géller att

) -S @) er

k=0

Vi forenklar hogerledet och far

£ (1) o )

k=0

22 22
22 22
_ § : (—22+k)+2k _ 2 : 3k—22
k=0 k=0
Eftersom

3k—22 _ 8

precis da 3k — 22 = 8, det vill siiga da k = 10 innebér det att koefficienten framfor 2% dr lika med
22
(10):
I fallet med koefficienten framfor 210 sa ger villkoret 3#~22 = 210 istillet ekvationen 3k —22 =
10 som saknar heltalslosningar. Alltsa #r koefficienten framfor 2'0 noll, vilket innebér att termen
2'0 inte forekommer i polynomet. *

Nir vi utvecklar till exempel (z + y)? kan man direkt gissa att utvecklingen kommer innehélla
termerna 22, zy och y2. Fragan &r bara vilken koefficient vi far framfor var och en av termerna. Man
kan anvénda binomialsatsen for att ta reda pa binomialkoefficienterna. Pascals triangel kan man se
som en geometrisk framstéillning av binomialkoefficienterna. Namnet kommer fran matematikern
och fysikern Blaise Pascal. Toppen av Pascals triangel ser ut sa hér:

5 5 5 5 5 5
(o) (1) () () (2) ()
Om vi tittar pa tredje raden ser vi att det #r precis koefficienterna framfor x2, zy respektive
y? i utvecklingen av (z + y)2. P4 samma sitt finner vi binomialkoefficienterna for utvecklingen av
(x +y)3 pa rad fyra och sa vidare. Om vi riiknar ut binomialkoefficienterna och ersétter dem med
tal i Pascals triangel far toppen foljande utseende.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Vi ser da att Pascals triangel dr symmetrisk. Detta beror pa att (Z) = (nfk), som vi visat

tidigare. For att forsta hur Pascals triangel &r uppbyggd behdver vi en intressant egenskap hos
binomialkoefficienterna, ndmligen sambandet

(”Zl)(l;‘)*(kﬂ)

50



Den intresserade ldsaren uppmanas att fundera 6ver hur man kan bevisa sambandet.

Langst ut i vinsterkanten pa Pascals triangel finns alltid ett tal pa formen (g) =1ochi
hogerkanten ett tal pa formen (Z) = 1. Déremellan ar alla binomialkoefficienter summan av de
bada talen ovanfor, snett till hoger och snett till vinster. For att berikna summan anvénder vi

likheten ovan. Till exempel sa har vi att (f) = G) + (é), det vill sdga 2 =1+ 1.

Ovningar
1. Pa hur manga sitt kan man ordna en ké med sju personer?

2. Hur manga ord kan man bilda av bokstdverna i MISSISSIPPI?

3. Vi ska mala ett slott, en villa och en koja i olika firger. Firgerna kan véljas bland orange,
lila, rosa, r6d och brun. Pa hur manga sétt kan detta goras?

4. T en skolklass finns nio elever. Pa hur manga séitt kan man vélja ut tre av dem att delta i en
tavling?

5. Berakna

(a) (;) och

(b) (15)-

6. Bestiam koefficienten framfor 29 och koefficienten framfor 19 i utvecklingen av (1/z* + x)3°.
Svaret behover inte ges pa utrdknad form.

7. Summera de forsta raderna i Pascals triangel och se om du kan finna ett samband.

8. (svdr) Visa att (5) + (1) + (3) + ...+ (7) = 2". Ledning: Anvénd binomialsatsen for ett
algebraiskt bevis, tink pa resultatet i foregaende uppgift. Forsok gérna ocksa visa det kom-
binatoriskt. Da kan det vara bra att tinka pa att 2™ dr antalet stréangar av lingd n med bara

ettor och nollor.

2.4 Logik

Logik handlar om pastaenden och slutsatser man kan dra fran dessa. Om man till exempel pastar
att x > 10, sa kan man direkt dra slutsatsen att x > 0. Diaremot kan man inte vara siker pa att
x > 0 garanterar att « > 10. Talet = kan ju ndmligen ligga mellan 0 och 10.

Sadana hér slutsatser kallas implikationer. Om vi anvinder matematiska symboler, sa blir
pastaendet ovan z > 10 = x > 0. Detta utlidses "Om x &dr storre dn eller lika med 10, sa medfor
det att x ar storre én eller lika med 0” eller "x storre &n eller lika med 10 implicerar att x &r storre
an eller lika med 0”.

Ibland s& hénder det att tva pastaenden implicerar varandra. Detta kallas ekvivalens och innebér
att bada pastaendena har samma sanningsvirde samtidigt. Detta skrivs ganska naturligt som
implikationspilar at bada hallen, <. Ett exempel pa ekvivalens dr x =2 < x =1+ 1.

Nér man skriver om uttryck och ekvationer, sa géller det att uttrycket och ekvationen fore
och efter manipulationen dr ekvivalenta. Vad som menas med “ekvivalent” beror pa vad man
manipulerar. Néar det géller polynom sa sdger man att tva polynom &r ekvivalenta om de har
samma grad och samma rotter. Det giller alltsa att

5
5z+4:3x+9¢>2z:5@x:§

g dr den enda l6sningen till alla tre ekvationerna.

Men ekvationerna

eftersom = =

(r—1)z=x och z-1=1
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ar inte ekvivalenta, eftersom den vénstra ekvationen har 0 och 2 som lésningar, medan den hogra
endast har 2 som l6sning. Déremot géller det att

(r—lrx=x<=x—-1=1,

vilket betyder att den hogra ekvationen implicerar den vénstra. Alla I6sningar till den hogra ekva-
tionen &r alltsa 16sningar till den vénstra.
Det dr ett vanligt misstag att forsoka losa en ekvation av just typen

(z—1z==x

genom att ”dela med” x. Problemet &r alltsa att vi kan missa 16sningar, i det héar fallet 16sningen
x = 0, eftersom den uppkomna ekvationen skulle bli

r—1=1

som har den enda 16sningen = = 2.

En liknande situation far vi da vi betraktar rotekvationer. Ekvationen v/z = z — 2 kan vi 16sa
genom att kvadrera bada led, vi far di x = (v — 2)?, eller # = 22 — 42 + 4. Genom att anviinda
kvadratkomplettering eller pg-formeln pa z? — 5z +4 = 0 far vi fram l6sningarna x = 4 och x = 1.
Men om vi sétter in den andra lsningen i var urspungliga ekvation far vi 1 = —1 vilket &r en
falsk utsaga. Lardomen vi ska dra dr att kvadrering av bada sidor av en ekvation kan ge oss falska
16sningar. Anledningen till detta har att géra med att kvadrering eliminerar minustecken. Utsagan

—2=2
ar givetvis falsk, men nér vi kvadrerar bada led far vi
4=4

9

vilket &r en sann utsaga.
Diremot giller, precis som ovan, att alla losningar till \/z = x — 2 ocksa &dr losningar till
r = (z — 2)?, det vill siiga
Vi=z—-2=x=(r—2)>2%
Exempel 2.39. Lds ekvationen v/x + 2x — 3 = 0.

Lésningsforslag: Vi stiller rotutrycket ensamt i vénsterledet och kvadrerar sedan bégge led, vi far
alltsa att
VI+2r—-3=0= (Vz)? = (3 - 2x)%

Det hogra uttrycket skrivs om till 9 — 13z + 422 = 0 vilket ger 16sningarna x = 1 och x = 9/4 till
den kvadratiska ekvationen. Vi testar 16sningarna i den ursprungliga ekvationen genom inséttning
och finner att 9/4 &r en falsk 16sning. *

Sa vilka operationer kan vi utfora pa en ekvation och fortfarande ha ekvivalens? Vi kan utfora
multiplikation och division med tal;

?rr=1+22 & 2 -(2%+2)=2-(1+22),
och vi kan utféra addition och subtraktion med tal och med polynom;
Prr=1+22c (20 —1)+ (2% +2) = (—2z — 1) + (1 + 2z).

Ibland behéver man séiga att flera pastaenden &r sanna samtidigt, till exempel “det regnar och
det blaser”. I det logiska spraket skriver man A nir man menar och. Pastaendet x > 0 Az < 0
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siger alltsa att = dr storre én eller lika med noll, samtidigt som z &r mindre &n eller lika med noll.
Den enda mdjligheten ar da att = 0. Vi kan da sluta oss till att

r>0Nz <0 2=0.

Om man istéllet vill att minst ett av pastaendena ska vara sant, anvinder man eller, vars mate-
matiska symbol dr V. Som ett exempel far vi att pastaendet

z>3Vr<2
ar sant for alla z som antingen dr mindre &n tva eller storre &n tre.
Ovningar
1. Bestédm alla reella losningar till ekvationen x — \/z = 3/4.
2. Bestam alla reella 16sningar till ekvationen /x = —2.
3. Bestdm alla reella l6sningar till ekvationen 4z — 8 + 2 = .

4. Bestdm vilka pastaenden nedan som &r sanna for z,y € R:

£}
\%
e}
>
<
\%
N>
<
)
A
o
>
<
IN
=
(3
8
S
%
s}
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3 Funktionslira

Funktioner dr matematiska objekt som klassiskt har anvénts for att modellera naturliga samband.
Vi ska definiera funktioner med hjilp av méngdlira och sedan studera nagra vanliga typer av
funktioner, bland annat polynomfunktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunktioner och trigo-
nometriska funktioner. Vi gar sedan éver till teorin for derivator och integraler. Kapitlet innehaller
dessutom viss teori for olikheter och ett mindre avsnitt om kurvritning.

3.1 Mingdlara

Begreppet mingd dr fundamentalt i matematiken. Vi har redan stott pa ett antal olika méngder,
till exempel méngden av positiva heltal och méngden av rationella tal. En méngd &r en samling
objekt dér varje objekt bara forekommer en gang. Objekten i en méngd kallas element. Vi skriver
normalt en méngd inom masvingar.

Ett exempel pa en mingd édr {1,2,3,4,100}, det vill siga méingden som innehaller talen 1, 2,
3, 4 samt 100. Ett annat exempel &r {0,1/2,3,7,4}. Méngder kan dven innehalla symboler, till
exempel ar

{a,b,c,...,z,y, 2}

en méngd.

For att siga att ett element ingar i en méngd sa anvinder vi symbolen €.

Exempel 3.1. 1 € {1,2,3}, men 4 ¢ {1,2,3}.

For att sdga att en hel médngd X ingar i en méngd Y sa skriver vi X C Y. Detta utldses som
att X ar en delmdngd till Y.

Exempel 3.2. {1,2} C {0,2,5,1}.

Observera alltsa att det inte spelar nagon roll i vilken ordning elementen star i. Sjélvklart ar
varje méngd en delméngd till sig sjélv. Vi har alltsa X C X for alla méangder X.
Snittet av mangderna X och Y skrivs som X NY och &r de element som ingar i bade X och Y.

Exempel 3.3. {1,2,3,4,5} N {2,4,6} = {2,4}.
Den tomma méingden som inte innehaller nagot element skrivs ().
Exempel 3.4. {a,b,c} N {d,e, f,g} = 0.

Vill man ddremot beskriva det som finns i minst en av mangderna, sa ar det unionen man &r
intresserad av. Detta skrivs X UY och denna méngd innehaller alla element som finns i minst en
av méngderna.

Exempel 3.5. {1,2,3,4,5} U{2,4,6} = {1,2,3,4,5,6}.

Om X ir en delméngd till Y och man vill beskriva de element som ligger i Y men inte i X sa
skriver man Y \ X. Man kan se det som att man subtraherar den ena méngden fran den andra.

Exempel 3.6. {1,2,3,4,5 6} \ {2,4,6} = {1,3,5}.

Ett annat exempel dr att de irrationella talen kan skrivas som R\ Q.
For att beskriva méngder kan man anvéinda symbolen | som avdelare och som ska utlésas sadana
att”. Méangden av alla jamna tal betecknas till exempel som

{2-ala€Z},

vilket utldses "méngden av alla tal pa formen 2 - a, sddana att a tillhor méangden Z”.
Vi kan ha fler krav pa den hogra sidan och som exempel ger vi méngden

{ala €Q,a>2}

som betecknar alla rationella tal storre én eller lika med 2.
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Ovningar
1. Lat X ={1,2,4,6,10,100} och Y = {2,5,6,10,101}. Bestim foljande mingder:
(a) XUY
(b)y XNY
(c) X\ (XnNY)

2. Géller det att
Q={afblaczbez\{0}}?

3.2 Funktionsbegreppet

Niir du tinker pa en funktion si tinker du féSrmodligen pa nagot i stil med f(z) = 22. Kanske
tdnker du dven pa en graf for funktionen och da har du férutsatt att funktionen &r definierad Gver
de reella talen.

Med hjélp av méngder kan vi géra en mer precis definition av begreppet funktion.

Definition: Lat X och Y vara tva icke-tomma méngder. Vi sédger att f dr en funktion fran X till
Y om f associerar varje element a € X med ett unikt element b € Y. Om a associeras med b sa
skriver vi att f(a) = b och vi séiger att a avbildas pa b eller att bilden av a dr lika med b.

Exempel 3.7. Lat X = {a,b,c,d} och lat Y ={1,2,3,4}. Lat

fla)=1, fb)=2, fle)=3 och f(d)=4.
Da blir f en funktion fran X till Y eftersom wvarje element i X avbildas pa ett och endast ett
element i Y.
Exempel 3.8. Lat X = {a,b,c,d} och lait Y = {1,2,3,4} och lat [ vara en funktion fran X tillY.
Lat

fla)=1, fla)=2, f(e)=3 och [f(d) =4
Da dr f inte en funktion fran X tillY eftersom f(a) inte dr unikt bestimt.
Exempel 3.9. Lat X = {a,b,c,d} och latY = {1,2,3,4} och lat f vara en funktion fran X tllY .
Lat

fla)=f(b) = f(c) = f(d) =1

Da blir f en funktion fran X till Y eftersom varje element i X avbildas pa ett och endast ett
element 1 Y.

3.2.1 Definitionsméngd, virdeméingd och malmingd

Nér f dr en funktion fran X till Y sa dr X funktionens definitionsmdngd och Y funktionens
malmdngd . Funktionens virdemdngd #r alla element i Y som #r bilden av ett element i X. Vér-
deméngden bestar alltsa av alla element b € Y sadana att det finns ett a i X sa att f(a) = b, det
vill sidga

{b]b = f(a) for nagot a € X}.

Vi skriver Vy for att beteckna vardeméngden till f och Dy for att beteckna definitionsméngden
till f. Vardeméngden &r en delméngd till malméngden Y, det vill séiga

Vf cY.
Att f &ar en funktion fran X till Y skriver vi i fortsdttningen som f: X — Y

Exempel 3.10. Lat oss aterga till Exempel . Definitionsmdngden Dy dr {a,b,c,d}, malmingden
ar{1,2,3,4} och virdemdingden Vi dr {1}.

55



3.2.2 Begreppen surjektiv och injektiv

En funktion kan ha olika egenskaper och vi ska behandla begreppen surjektiv och injektiv.

Om virdeméngden &r lika med malméngden séiger vi att funktionen &r surjektiv. I Exempel
traffas alla element 1 Y av f, vilket vi kan skriva som att Vy = {1,2,3,4} =Y och alltsa &r f
surjektiv. I Exempel ar Vy = {1} och alltsa &r f inte surjektiv.

En funktion f dr injektiv om a # b medfor att f(a) # f(b). Funktionen f i Exempel ar
injektiv eftersom a, b, c,d alla avbildas pa olika element. Men i Exempel sa avbildas bade a
och b pa 1, och alltsa dr den funktionen inte injektiv.

Figur 2] och [3 illustrerar begreppen.

Figur 2: Funktion fran definitionsméngden X = {1,2,3} till malméngden Y = {A, B,C, D}, dér
f(1) =D, f(2) = B, f(3) = A. Virdeméngden V; &r lika med {4, B, D}. Funktionen &r injektiv

men inte surjektiv, eftersom C' ingar i malmédngden men inte ligger i virdeméangden.

= N @ o=

X
1 D
2
3 C
1

Figur 3: Funktion fran definitionsméngden X = {1,2, 3,4} till malméngden Y = {B,C, D}, dar
f(1)=D, f(2) =B, f(3) =C, f(4) = C. Vardeméngden V; &r lika med {B, C, D}. Funktionen &r
surjektiv men inte injektiv, eftersom 3 # 4 men f(3) = f(4).

Exempel 3.11. Ldt f : R — R, dir f(x) = 2%. Funktionen dr inte injektiv eftersom bdade —1 och 1
avbildas pa talet 1. Funktionen dr inte heller surjektiv eftersom det inte finnas nagot reellt tal vars

kvadrat dr negativt. Virdemdngden bestar av alla icke-negativa reella tal, vilket vi kan beteckna med
R>o.

Det &r viktigt att forsta att begreppen surjektiv och injektiv hinger samman med vilken defi-
nitionsméngd och malméngd man viéljer.

Exempel 3.12. Lat f : R>o — R, dar f(z) = x2. Nu ar funktionen injektiv eftersom det inte finns
tvd icke-negativa tal vars kvadrat dr lika. Virdemdngden dr precis som i foregdende exempel Rxg,
sa funktionen dar inte surjektiv.

Exempel 3.13. Ldt f : R>o — Rx, dir f(z) = 2. Denna funktion dr bade injektiv och surjektiv.
Olika tal avbildas pa olika tal och virdemdngden dr lika med malmdangden (R>q).

Exempel 3.14. Ldt nu istdillet f(x) = x® vara en funktion definierad fran N till N. Dd kommer
vardemdngden att vara {0,1,4,9,16,25,36,...}, det vill siga alla heltalskvadrater. Funktionen dr
inte surjektiv, men ddremot dr den injektiv eftersom N inte innehaller nagra negativa tal.
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Exempel 3.15. Vi kan definiera en funktion f : Z — 7Z genom att lata varje heltal a svara mot
heltalet 2a, det vill siga f(a) = 2a. Denna funktion blir inte surjektiv eftersom vi aldrig kan “triffa”
ett udda tal. Virdemdingden innehadller alltsa bara de jimna talen, vilken kan skrivas {2-a|a € Z}.

Exempel 3.16. Lat Y = {j,u} och definiera en funktion g : Z —'Y genom att lata

J om a ar jamnt,
g(a) = .
u om a ar udda.

Funktionen g kommer att vara surjektiv men inte injektiv eftersom 1 # 3 men f(1) = f(3)(= u).

Exempel 3.17. Lat X = {a,b,c} och latY = {1,2,3,4,5}. Bestiam antalet injektiva funktioner fran
X 6tllY.

Losningsforslag: Om vi ska skapa en injektiv funktion f fran X till Y sa har vi fem val for f(a).
Nir vi bestdmt f(a) sa har vi sedan fyra val for f(b) (det far ju inte giilla att f(a) = f(b) eftersom
vi kréver att funktionen ska vara injektiv). Slutligen har vi tre val for f(c). Det foljer enligt
multiplikationsprincipen att antalet injektiva funktioner fran X till Y &r lika med 5-4 -3 = 60. %

3.2.3 Sammansittningen av tva funktioner

Lat f: Y — C och g : X — Y vara tva funktioner. Lagg mérke till att funktionen g:s malméngd
dr densamma som funktionen f:s definitionsméangd.

Om vi tar ett element x € X och applicerar funktionen g sa far vi ett element i Y, det vill
siiga g(x) =y € Y. Och om vi applicerar funktionen f pa y sa far vi ett element i C, det vill séiga
f(y) = ¢ € C. Funktionen h fran X till C' definierad genom att férsta applicera g och sedan f #r
den sammansatta funktionen av f och g och det géller att

Funktionen h:s defintionsméngd blir X och dess malméngd blir C.

Exempel 3.18. Lat oss sammansdtta funktionen g :Z — {j,u},

7 om a dr jaimnt,
g(a) = .
u om a ar udda.

med funktionen [ :7Z — 7Z, f(a) = 2a. Kalla den sammansatta funktionen for h. Det gdiller alltsa
att
h:Z — {j,u} och att h(a) = g(f(a)).

Det verkar alltsa som att h avbildar alla virden pa j. Det stammer, och det beror pa att

ha) = g(f(a)) = 9(2a) = j,

oberoende av virdet pa a. Eftersom det inte finns nagot tal a € Z sa att h(a) =wu, sa dr funktionen
inte surjektiv. Funktionen dr inte heller injektiv eftersom den avbildar skilda element pa samma
element.

Ofta hjélper det att téinka i bilder, se Figur [
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Figur 4: Funktionen f dr en funktion fran B till C' och funktionen g &r en funktion fran A till B.
Den sammansatta funktionen definierad av h(z) = f(g(z)) blir d& en funktion fran A till C' och
h(a) = a, h(b) = ¢ och h(c) = c.

Exempel 3.19. Lat p: N — R och q : R — C vara sadana att p(a) = v/a och q(a) = a. Ldt r vara
den sammansatta funktionen av q och p, det vill siga r(a) = q(p(a)).

1. Bestiam r:s definitionsmdngd och malmdngd.

2. Bestdm r:s virdemdngd.

3. Arr injektiv? Ar r surjektiv?
Lésningsforslag:

1. Eftersom r ar en sammanséittning av ¢ och p har den samma definitionsmédngd som p och
samma malmangd som ¢q. Definitionsméngden &r alltsd N och malméangden ar C.

2. Virdeméngden dr {r(a)|a € N} = {\/a|a € N}, det vill séiga roten ur alla naturliga tal.

3. Funktionen r &r injektiv eftersom skilda tal gar pa skilda tal. Det kan motiveras matematiskt
som foljer. Antag att r(a) = r(b). Om vi kan visa att detta medfor att a = b sa ér funktionen
injektiv. Men r(a) = r(b) ér detsamma som att /a = /(b), vilket medfor (v/a)? = (1/(b))?,
det vill sdga att a = b. Alltsa ar funktionen injektiv.

Men funktionen &r inte surjektiv. Till exempel finns det inget tal som tréffar —1, som ju &r
ett element i malméngden.

*

Exempel 3.20. Ldit f(x) = 2% + 1 vara en funktion frin R till R och lit g(xz) = = + 1 vara
en funktion fran R till R. Vi har f(g(x)) = f(x +1) = 2> + 22+ 1+ 1 = 2% + 22 + 2 och
g(f(x) =g@®> +1) =22 +1+1 =22+ 2. Observera att f(g(x)) # g(f(x)), ndgot som i princip
alltid gdller vid sammansdttning.

3.2.4 Inverterbara funktioner

Lat f vara en surjektiv funktion fran en mingd X till en méngd Y. Eftersom f &r surjektiv innebér
det att det till varje element b 1Y finns minst ett element a i X sa att f(a) = b. Om vi dessutom
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kraver att f dr injektiv sa betyder det att det till varje element b1 Y finns exakt ett element a 1 X
sa att f(a) = b.

Om f &r injektiv och surjektiv sa kan vi darfor skapa en ny funktion g fran Y till X genom
g(b) = a, dir a #r det unika element sa att f(a) = b. Denna funktion kallas inversen till f och
betecknas vanligen f~'. Vi séger att funktionen f &r inverterbar.

Exempel 3.21. Ldt f vara en funktion fran {a,b,c,d} till {1,2,3,4} definierad genom f(a) =
1, f(b) = 3, f(c) = 2, f(d) = 4. Dd dr f injektiv och surjektiv och f=1 dr funktionen fran {1,2,3,4}
till {a,b,c,d} som uppfyller f~1(1) = a, f~1(2) = ¢, f71(3) =b, f1(4) = d.

Exempel 3.22. Lat f vara en funktion fran heltalen till de jimna heltalen definierad genom f(a) =
2a. Da dr f injektiv och surjektiv och alltsa inverterbar. Inversen, som dr en funktion fran de jimna
heltalen till heltalen, ges av f~'(a) = a/2 (observera att a dr ett jimnt tal, och alltsd delbart med
tva).

Sammanséittningen av en inverterbar funktion fran A till B med sin invers blir en funktion
fran A till A sadan att f(a) = a for alla a € A. En sadan funktion kallas identitetsfunktionen pa
méngden A.

Exempel 3.23. Lat f vara funktionen i FExempel |3.21 Vi verifierar att sammansdtiningen blir
identitetsfunktionen pa {a,b,c,d} genom

FUTIW) = fla) = LA 2) = fle) =2, f(f71(3) = f(b) = 3 och f(f'(4)) = f(d) = 4.

Att skapa en inverterbar funktion fran en injektiv funktion

Lat f vara en injektiv funktion fran X till Y med virdeméngd C. Vi kan da skapa en ny funktion
g fran X till C sa att g(x) = f(z). Funktionen g blir nu bade injektiv och surjektiv och alltsa ér
f inverterbar med invers funktion ¢g~! fran C till X. Den hir typen av konstruktioner &r vildigt
vanliga i matematiken och vi kommer att stéta pa den igen i avsnittet om reella funktioner déar vi
tittar pa inversen till exponentialfunktioner.

Exempel 3.24. Lat f vara en funktion fran {a,b,c,d} till {1,2,3,4,5,6,7} definierad genom f(a) =
1, f(b) =3, f(c) =2 och f(d) =4. Da dr f en injektiv funktion med virdemdingd {1,2,3,4}, men
ej en surjektiv funktion. Om vi istillet later g vara en funktion fran {a,b,c,d} till {1,2,3,4} sa att
g(x) = f(x) sa blir g bade en injektiv och en surjektiv funktion, vilket betyder att den dr inverterbar.

Jamfor dven skillnaden mellan Exempel [3.12] och Exempel [3.13]

Ovningar

1. Lat f vara en funktion fran {1,2,3} till {a,b,c} definierad genom f(1) = a, f(2) = a och
f(3) =0b. Ange f : s virdemiingd och avgér om f dr injektiv.

2. Lat f : Z — 7 vara definierad av f(a) = —a. Ar f surjektiv? Ar f injektiv?
3. Lat g : Z — 7Z vara definierad av g(a) = f(f(a))?, dir f : Z — Z definieras av f(a) = —a.

Bestéim g(a) utan att svara i termer av f. Ar g surjektiv? Ar g injektiv?

3.3 Grafritning och reella funktioner

I det hir omfattande avsnittet kommer vi att betrakta funktioner fran R till R. Sddana funktioner
kallas reella funktioner.
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3.3.1 Reella punktmingder, det reella talplanet och grafer

Méngden R x R bestar av alla par av punkter (a, b), dir a och b ligger i R. Om (a, b) dr en punkt sa
kallas det reella talet a for z-koordinaten till punkten (a,b) och det reella talet b for y-koordinaten
till punkten (a, b).

Det reella talplanet dr den geometriska motsvarigheten till mangden R x R och ”spdnns” upp
av tva koordinatazlar, x-axeln och y-axeln. Varje punkt i R x R kan markeras i det reella talplanet
precis som vi dr vana vid. Istéllet for det reella talplanet siger man ibland zy-planet.

Definition 5. En reell punktmdngd i planet dr en delmdngd av det reella talplanet.

Grafen till en reell punktméngd i planet dr utmarkeringen av alla punkter i médngden (vanligtvis
oéndligt méanga) i det reella talplanet.

Till varje reell funktion f(x) kan vi bilda en punktméingd som bestar av alla par (z,y), dir
y = f(x). Det dr naturligt att tinka pa denna punktmingd som alla par (z,y) som uppfyller
ekvationen y = f(x).

Funktionsgrafen till en funktion blir da grafen till denna punktméingd. Vanligtvis skriver man
"grafen till f(x)” istéllet for “funktionsgrafen till f(z)”. Om f(z) &r ett forstagradspolynom sa kan
man understryka det genom att skriva "grafen till linjen y = f(x)”. Nér f(z) &r ett andragradspo-
lynom sa kan man gora det tydligt genom att skriva "grafen till parabeln y = f(z)”. Man skriver
ibland &ven "grafen till kurvan y = f(z)”, vilket egentligen inte forutsitter nagonting alls om f(z).

Man kan ocksa betrakta mer komplicerade samband mellan x- och y-variabeln. Grafen till

y? = —x2 + 1 &r till exempel en cirkel.

Exempel 3.25. Ndr f(z) dr ett forstagradspolynom, f(x) = ax+b, sd bildar grafen tilly = f(x) en
rat linje. IFz'gur@ illustreras grafen till funktionen f(x) = x, som alltsa dr grafen till punktmdngden
{(z,x),z € R}.

051

-10 -05 05 10

-10[

Figur 5: Grafen till f(z) = «.

Skissen i Figur [5] sker da x gar fran —1 och 1, vilket vi ocksa kan uttrycka som att vi skissar
f(z) =z i intervallet [—1,1]. Vi kan vinda pa hakparenteserna ocksa. Nir a < b sa giller det att

la, b[= la, ] \ {a, b},

vilket innebér att ]a, b[ &r intervallet mellan @ och b med dndpunkterna borttagna.
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Funktionen f(z) = =z #r injektiv eftersom f(z1) = f(x2) medfor att z; = 3. Givetvis &r
funktionen f(z) = x &ven surjektiv — viirdemiingden till f &r hela R.

Exempel 3.26. For funktionen f(x) = x? blir punktmdngden lika med {(z,2?),z € R}. Grafen till
f(x) skissas i Figur |6

Figur 6: Grafen till funktionen f(x) = 22 pa intervallet [—2, 2]
Denna funktion dr inte injektiv eftersom f(—1) = f(1) = 1. Funktionen dr inte heller surjektiv
— det finns inget reellt tal vars kvadrat dr negativ och alltsa dr Vy = {x > 0}.

Man kan direkt se fran en funktionsgraf om funktionen &r injektiv — i sa fall ska varje vagrét
linje skéra grafen pa hdgst ett stille. Och om varje vagrit linje skir grafen pa minst ett stélle ar
den surjektiv.

3.3.2 Skirningen av tva kurvor

Geometriskt svarar losningarna till ekvationen f(x) = 0 mot de x-koordinater dir grafen till
funktionen f(z) skér z-axeln.

-1

Figur 7: Grafen till y = 22 — 42 + 3 pa intervallet [—1,5]. Ekvationen 2% — 4z + 3 = 0 har 1 och 3
som rotter, vilket sammanfaller med de xz-koordinater dér grafen skéir x-axeln.

For att bestimma skdrningspunkter mellan olika funktionsgrafer underlattar det ofta att Gver-
sétta det geometriska problemet till ett algebraiskt problem. Genom att sétta grafernas funktioner
lika far vi en ekvation som gor att vi kan bestdmma x-koordinaterna for skdrningspunkterna.
Med inséttning av x-koordinaterna (i nagon av ekvationerna) kan vi dven bestimma motsvarande
y-koordinat.

Exempel 3.27. Bestim de punkter i det reella talplanet déir grafen till f(x) = x? + x skdr grafen
till h(z) =z + 4.
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Figur 8: Grafen till 22 + 1 pa intervallet [—3, 3]. Ekvationen z2 + 1 = 0 saknar reella 16sningar och
grafen till x2 + 1 skéir darfor inte x-axeln.

Losningsforslag: Algebraiskt svarar fragan mot 16sningar till ekvationen f(z) = h(zx), det vill séiga
l6sningar till ekvationen 2% + 2 = x + 4. Losningarna till den ekvationen &r z + 2. Vi har f(2) =6

och f(—2) = 2, sa skéirningspunkterna &r dérfor (2,6) och (—2,2), se dven Figur [9] *
r
of
sl
of B L
_— 4(//////
S of

Figur 9: Graferna till 22 + x och z + 4 skiir varandra i punkterna (2, 6) och (—2,2).

Observera att det &ven kan hdnda att en linje och en parabel saknar skarningspunkter. Linjen
y = = — 1 kommer aldrig att skéra parabeln y = z2 + = eftersom ekvationen % + 2 = 2 — 1, som
kan forenklas till 22 = —1, saknar reella 16sningar.

Kuriosa 7. Algebraisk geometri dr ett stort forskningsomrade inom matematik och handlar i grun-
den om ldsningar till ekvationssystem. Att kunna ga mellan algebraiska till geometriska framstdll-
ningar av samma objekt dr centralt i denna disciplin.

3.3.3 Grafen till den inversa funktionen

Lat oss betrakta punktmiingden {(x,1)|z € R}. Grafen till funktionen f(x) = 1 sammanfaller
med bilden av den punktméingden.

Det &r dock inte alltid som en punktméngd faktiskt svarar mot grafen till en funktion. Lat oss
till exempel istéllet betrakta punktméngden {(1,) |b € R}. Om det skulle finnas en funktion f(z)
vars graf sammanfaller med bilden av punktméngden sa skulle f(1) anta alla reella virden och det
ar ju inte tillatet. En funktion kan bara anta ett vérde i varje punkt.

Lat oss anta att den reella funktionen f #r inverterar med invers f 1. Hur ser grafen till f~! ut?
Vi bérjar med att betrakta punktméingden som hor till f. Den bestar som bekant av alla punkter
pa formen {(z, f(z)) |z € R}.
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Lat nu (z,y) vara en siadan punkt, dér alltsd y = f(z). Eftersom f~1 dr inversen till f giller
det att f~1(y) = x. Det betyder att punken (y, z) ingar i punktmiingden som hor till f~!. Resone-
manget medfér att punktméingden som hor till f~! dr alla punkter pa formen {(f(z),z)|z € R}.

Den geometriska tolkningen &r att grafen till den inversa funktionen &r spegelbilden till grafen
till funktionen léngs den réta linjen y = .

Forstagradspolynom &r i allmédnhet inverterbara. Exemplet nedan visar hur man i detta fall
kan bestdmma den inversa funktionen med hjélp av substitution.

Exempel 3.28. Bestim den inversa funktionen till f(x) = 2x + 1.

Losningsforslag: Punktméngden som hor till grafen till f(x) kan skrivas pa formen {(z,2z+1) |z €
R} och grafen till den inversa funktionen blir da {(2z + 1,z)|x € R}. Genom substitutionen
z=2zx+1farvix =(2—1)/2=2/2—1/2. Punktméngden {(2z+1,z) |z € R} &r alltsa lika med
punktméngden {(z,z/2—1/2) | z € R} och funktionen g(x) = x/2—1/2 blir den inversa funktionen
till 2z + 1. Graferna &r skissade i Figur Vi kan kontrollera att g(z) dr en invers funktion till
f(z) genom att kontrollera att sammanséttningen av f och g blir identitetsfunktionen, vilket foljer
fran utrdkningen
flg(z)) =29(x)+1=2(x/2—-1/2)+1=1=.

3L

Figur 10: Grafen till funktionen f(x) = 2z + 1 och dess invers f~!(z) = 2/2 — 1/2. Notera att de
tva graferna ar varandras spegelbilder lings linjen y = x.

Diremot saknar funktionen f(z) = 2 invers eftersom den funktionen inte #r injektiv. I Figur

visas delar av punktmingderna {(a,a?)|a € R} och {(a?,a)|a € R}.

Om vi krymper definitionsméngden och malméngden fran hela R till R>¢ sa blir f(z) =z
jektiv och surjektiv. Inversen ges nimligen av f~1(x) = 1/, eftersom det ju giller att f~1(f(z)) =
V@) =vVaZ =z omaz>0.

Istillet for att krympa definitionsméngden for f(x) = 22 sa kan vi séiga att f dr inverterbar pa
intervallet [0, ool.

2 in-

3.3.4 Cirkelns ekvation

Om (x,y) dr en punkt pa en cirkeln med radie r sa giller det att avstandet fran punkten (z,y)
till origo #r lika med r. Det foljer dirfor fran Pythagoras sats att 22 + y? = r2, vilket &r cirkelns
ekvation nér den har sitt centrum i punkten (0, 0).
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Figur 11: Den heldragna kurvan visar en del av punktméngden {(a,a?) | a € R}, det vill siiga grafen
till funktionen f(z) = x2. Den streckade kurvan visar en del av punktméngden {(a? a)|a € R}.
Den streckade kurvan dr inte grafen till nagon funktion. Ddremot &r den del som har mindre
streck grafen till funktionen f(x) = \/x och den del som har langa streck &r grafen till funktionen
f(z) = —y/z. Observera aterigen symmetrin lings linjen y = .

Det innebér att punktméingden som bildar cirkeln #r alla punkter (z,y) som uppfyller att
2?2 + y* = r? det vill siga {(z,y)|2? + y* = r?}. Men det finns ingen funktion f(z) si att
{(z, f(x)) |z € R} dr lika med den punktméngden.

Anledningen till det &r att bade (r/v/2,7/v/2) och (r/v/2,—r//2) ligger pa cirkeln, ty bada
dessa punkter uppfyller cirkelns ekvation. Vi skulle alltsé behva kriva av var funktion att f(r/v/2)
antog bade viirdet r/v/2 och —r/v/2, vilket inte #r tillatet.

Déremot ar det mojligt att beskriva punktméngden som en union av tva punktméngder som
vi kan beskriva med funktioner, ndmligen fi(z) = vr? — 22 och fa(z) = —v/r? — 22, dir f; och
f2 dr definierade i intervallet [—r,r]. Figur [12| visar grafen till funktionerna f;(z) = v/1 — 22 och
fg(ﬂ?) = —\/1 — 72

-15

15

05+

RRRET B

Figur 12: Cirkel med radie 1. Den heldragna linjen dr grafen till funktionen f;(z) = v/1 — 22 och
den streckade linjen &r grafen till funktionen fo(x) = —v/1 — 22.

Det ar dven mojligt att ge cirkelns ekvation dven nér centrum ligger i en annan punkt &n origo.
Lat oss anta att centrum ligger i punkten (a,b). Om (x,y) &r en punkt pa cirkeln sa géller det att
avstandet fran punkten (z,y) till punkten (a,b) &r lika med r. Enligt Pythagoras sats géller det
alltsa att

(x—a)’ + (y—b)?*=r?
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vilket &r cirkelns allménna ekvation.
Exempel 3.29. Bestim ekvationen for en cirkel som har sin medelpunkt i (1,1) och radie \/2

Losningsforslag: For att en punkt (z, y) ska ligga pa cirkeln s maste det gilla att (v —1)2+(y—1)% =
(v/2)2, vilket ger oss ekvationen (z — 1) + (y — 1)? = 2. *

Kuriosa 8. Om man modifierar cirkelns ekvation kan man fa andra geometriska objekt. Lat oss
betrakta mingden av alla reella tal (z,y) sd att y?> = 23 — 4z — 1. Denna punktmdingd bildar en
sa kallad elliptisk kurva, som dr intressant bland annat for sin tillimpning inom kryptografi. Som
Figur[13 visar sd dr punktmdingden visentligt skild fran cirkelns punktmdngd.

Figur 13: Grafen till kurvan y? = 2% — 42 — 1 pa intervallet [—3, 3].

3.3.5 Nagra reella funktioner och dess grafer

Vi ska nu ga igenom nagra vanliga reella funktioner. Vi vintar med att ga igenom de trigonometriska
funktionerna till avsnitt 3.5

Rita linjer Den riita linjens ekvation dr y = f(z), dir f(z) ar ett linjirt polynom. Ofta anvinder
man bokstédverna k och m och skriver den rata linjens ekvation som

y = kx +m.

Geometriskt anger talet k lutningen pa den réita linjen, det vill sdga kvoten av skillnaden i y-led med
skillnaden i x-led for tva godtyckliga distinkta punkter pa linjen. Talet m anger den y-koordinat
dar linjen skar y-axeln.

En réit linje y = kx+m bestams entydigt av tva distinkta punkter i planet som féljande exempel
visar.

Exempel 3.30. Bestim ekvationen for den linje som gar genom punkterna (1,2) och (—1,1).

Losningsforslag: Den réta linjen &r pa formen y = kx + m. Att den forsta punkten ligger pa linjen
ger oss ekvationen 2 = k -1+ m. Den andra punkten ger oss 1 = k- (—1) + m. Detta ger oss
ekvationssystemet

k+m=2
—k+m=1.

Den forsta ekvationen skrivs om som k = 2 — m och inséttning i den andra ekvationen ger oss
1=—(2—m)+m, det vill siiga 3 = 2m eller m = 3/2. Vi far k = 2 — 3/2 = 1/2. Den réta linjen
ges alltsa av ekvationen y = /2 + 3/2. *
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Lutningen pa linjen och en punkt pa den ricker ocksa for att bestimma ekvationen.

Exempel 3.31. Bestim ekvationen for den linje som gar genom punkten (1,1) och har lutningen
—2.

Lésningsforslag: Den réta linjen dr pa formen y = kax + m. Att den forsta punkten ligger pa linjen
ger oss ekvationen 1 = k - 1 + m. Att lutningen &r —2 ger oss k = —2. Vi kan alltsa l6sa ut m som
blir lika med tre. Ekvationen &r alltsa y = —2z + 3. *

Det finns ett intressant specialfall i den réta linjens ekvation, ndmligen nar k = 0, det vill sdga
da f(z) = m for alla x. T detta fall dr grafen till y = f(x) att vara parallell med z-axeln och
virdeméngden till f kommer att besta av ett enda element; Vy = {m}. Funktionen f(z) = m &r
salunda varken injektiv eller surjektiv. Fér andra k-virden &n 0 dr dock f(x) = kx +m alltid bade
injektiv och surjektiv.

Polynomfunktioner av hogre grad Vi har redan sett att vi kan betrakta polynom som funktioner
fran R till R. Definitionsméngden for ett godtyckligt polynom kan viljas till hela R och i allménhet
saknar polynomfunktionerna invers.

Nér funktionen f har udda grad sa ar virdeméngden hela R, det vill sdga att f &r surjektiv,
men ndr f har jamn grad &r vardeméngden bara en delméngd till R. Lat oss forklara detta med
tva exempel.

Betrakta forst polynomet p(x) = 2% — 22 — x — 1, vars graf delvis #r uppritad i Figur Nar

4~

4L

Figur 14: Grafen till funktionen p(z) = 23 — 2% — z — 1.

x vixer kommer z3-termens bidrag till polynomet att vara dominerande. Redan i x = 10 blir
x3-termen 103 = 1000, att jaimfora med —111 for "svansen” —z? — 2 — 1. Och avstandet mellan z3-
termen och dess svans viixer niir « 6kar. Aven nir z blir ett tillriickligt stort negativt tal, kommer
x3-termen att dominera. Fér x = —10 #r z3-termens bidrag —1000 och svansens bidrag endast
—91.

Polynomet p(z) uppfér sig med andra ord ungefiir som z*® nir x ar ett véldigt stort positivt
tal eller ett viildigt stort negativt tal. Det f6ljer att p(x) &r negativt nir x dr ett tillrickligt stort
negativt tal och positivt nir x &r ett tillréickligt stort positivt tal. Det innebér att p(z) kommer
att kunna anta godtyckligt stora virden och godtycklig stora negativa virden. Virdeméngden V},
kommer dérfor att vara hela R.

P& motsvarande siitt kan vi se att det dr z*-termen som tydligt dominerar i polynomet g(z) =
xt — 2% — 2% —x — 1, uppritat i Figur [15| redan nér # = —10 eller nir x = 10. Det innebér att g(x)

3
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Figur 15: Grafen till funktionen g(z) = 2% — 2% — 2% — 2 — 1.

ar positivt nédr x dr ett tillrdckligt stort negativt eller positivt tal. En foljd av detta &r att stora
negativa tal kommer att saknas i virdeméngden till g och att g inte &r surjektiv.

Rationella funktioner. En rationell funktion dr en kvot mellan tva polynom. Definitionsméngden

till en rationell funktion &r hela R forutom de punkter dér ndmnaren &r lika med noll. Fér den
2

rationella funktionen %7 &r definitionsméngden {z |z € R\ {-1}} = R\ {—1}. Néra de punkter

dér nimnaren #r lika med noll uppstar sa kallade lodrita asymptoter, se Figur [16]
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Figur 16: Grafen till funktionen f(x) = I"”—; Nira punkten —1, ddr f(z) inte &r definierad, har
funktionen en lodrit asymptot.

En rationell funktion &r inte riktigt samma sak som ett rationellt uttryck. Bada ar kvoter av
polynom, men for rationella uttryck tillater man forenklingar.
Det rationella uttrycket

x?—1
z—1
kan skrivas om som
(z+1)(z—-1)
z—1
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och dérefter forkortas till x + 1, medan vi inte kan géra samma sak om vi betraktar

2 -1

rz—1

som en funktion. I sa fall skulle vi ju &ndra definitionsm#ngden for funktionen. Med z—1 i nimnaren
kan inte 1 inga i definitionsméingden, men for x + 1 kan alla reella tal utgora definitionsméngd.

Nér vi ska losa ekvationer av typen f(x) = 0 ddr f(x) &r en rationell funktion gér man forst
en omskrivning sa att man far en polynomekvation. Man maste sedan kontrollera att l6sningarna
inte gor nagon av de ingaende ndmnarna till noll.

Exempel 3.32. Los ekvationen

1 1
-+
r x+1

Vi borjar med att gora liknamnigt och far vinsterledet till

+1=0.

x+1 x z(z+1)
z(z+1) zx+1) zx+1)
Vi multiplicerar sedan med x(x + 1) i bada led och far ekvationen

r+1l+zx+z(x+1)=0,

vilken vi kan skriva om som
22 +3z+1=0

med losningarna %\/5, som inte gor nagon av namnarna till noll. Alltsa dr %‘/5 losningar till
var ekvation.

Exponentialfunktioner. En exponentialfunktion &r en funktion pa formen f(z) = a®, dir a &r ett
positivt reellt tal. De vanligaste exponentialfunktionerna ar 2%,10* och e*, dér e dr ett reellt tal
som har egenskapen att e® &r sin egen derivata (se nésta kapitel). Talet e dr ungefér lika med 2.718.

Kuriosa 9. Tualet e dr faktiskt lika med den odndliga summan

ilf1+1+1+l+i+
jioj!i 2 6 24

Symbolen oo dr en matematisk beteckning av odndligheten och notationen Z;io % innebdr alltsa

att vi ska ligga ihop alla termer pa formen 1/j!, dir j dr ett naturligt tal. Att summan verkligen
blir dandlig bevisas normalt under den inledande analyskursen pa hégskolan.

Definitionsméngderna for de tre exponentialfunktionerna #r hela R och virdeméngden &dr de
positiva reella talen, R .

Logaritmfunktioner. FExponentialfunktionerna &r injektiva. Om vi betraktar dem som funktioner
fran R till deras virdeméngd R, sa blir de dessutom surjektiva och ddrmed inverterbara enligt
vad vi resonerade oss fram till i avsnitt 3241

Inversen till en exponentialfunktion fran R till Ry kallas logaritmfunktion. Definitionsméngden
till en logaritmfunktion &r alltsa Ry och malméngden &r hela R. Det innebér att en logaritmfunk-
tion aldrig &r definierad for negativa tal.

Mer precist dr 2-logaritmen, betecknad log,(z), inversen till 2%, 10-logaritmen, betecknad lg(z)
eller log; (), &r inversen till 10 och den naturliga logaritmen, betecknad Inx, &r inversen till e”.

Det giller alltsa att e™? = 2 nir x € Ry och Ine® = x niir z € R. I Figur [17] visas grafen till
€® och Inz i intervallet [1, 3].

Kanske har du stott pa de sa kallade logaritmlagarna som beskriver hur man ridknar med
logaritmer. Dessa &r
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Figur 17: Den 6vre kurvan &r grafen till funktionen e® och den undre kurvan dr grafen till funktionen
Inz pa intervallet [1,3]. Den strickade linjen dr grafen till f(x) = x. Ligg som vanligt miérke till
att de tva forsta graferna ar varandras spegelbilder i den linjen.

log(ab) = loga + logb
loga® =bloga

Lagarna géller oavsett vilken logaritmbas man anvéander. Lat oss bevisa den forsta logaritmlagen
nér logaritmen dr naturlig. Lat a och b vara tva positiva reella tal. Da finns det ¢ och d sa att

e¢ = a och e? = b, niimligen ¢ = Ina och d = Inb. Vi har alltsi att a-b = e - e? = T4 53
In(ab) = In(et4) =c+d =Ina + Inb.
Eftersom

log(a/b) = log(a - b~') = log(a) + log(b™") = log(a) + (—1) - log(b) = loga — log b

sa géller dessutom sambandet

log(a/b) = loga — logb.

Exempel 3.33.
log, 2% = 3log,2=3-1=3

I allménhet gar det inte att skriva uttryck innehallandes logaritmer som rationella tal. Men i
exemplet nedan, som &r klassiskt, dr det mojligt!

Exempel 3.34. Skriv log,,2 + log,y 5 som ett heltal.

Losningsforslag:
Genom att anvinda den forsta logaritmlagen bakldnges far vi log;, 2 + log;, 5 = log,(2 - 5) =
log,,10 = 1.
*

Exempel 3.35. Los ekvationen e = 2.
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Losningsforslag: Logaritmering av bada sidor ger oss In e* = In 2. Eftersom Ine* = x sa blir z = In 2
16sningen till ekvationen.

*

Exempel 3.36. Los ekvationen Inx = 5.

5

Inz — 2 o8 &r o = €°.

Losningsforslag: Vi exponentierar bada led och far e® = e°. Eftersom e

*

Exempel 3.37. Lis ekvationen 2In(x —4) = lnx + In2.

Losningsforslag: Vi skriver om ekvationen som In(z — 4)? = In2z genom att anvinda logaritm-
lagarna. Vi exponentierar direfter bada led och far ekvationen (z — 4)2 = 2z som har rétterna
x = 2 och x = 8. Roten z = 2 &r dock en falsk rot eftersom In(2 — 4) = In(—2) &r odefinierat.
(Logaritmfunktionernas definitionsméngd &r R...) *

Exempel 3.38. Forenkla e™° —3In3 +In(e®-3) +1n9.

Losningsforslag: Vi har e = 5 eftersom den naturliga logaritmen &r invers funktion till €. Vidare
drln(e®-3) =Ine® +1n3 =5Ine+1n3 =5+ In3. Detta ger
e —3In3 +1n(e®-3) +1n9
=5-3In3+5+n3+mn9=10-2In3+mn9=10—-1n3*+1n9 = 10.
*

Ett vanligt misstag vid logaritmrikning &r att skriva om log(z + y) som log(z) + log(y). Om
vi later x = y = 4 sa far vi logy(z + y) = logy(4 + 4) = log,y(8) = log,(23) = 3, medan log, () +
log,(y) = logy(4) + logy(4) = logy(22) + logy(22) = 2 + 2 = 4. Det giiller alltsa att log(x + y) #
log(x) + log(y) i allménhet.

Ovningar
1. Vilka av foljande méngder av punkter (x,y) utgor grafen till en funktion y = f(x)? Varfor?

(a) Alla par (z,y) av reella tal som uppfyller x + y = 1.
(b) Alla par (x,y) av reella tal som uppfyller 2% + y2 = 1.
(c) Alla par (x,y) av reella tal som uppfyller x — y* = 0.

2. Lat f vara en reell funktion definierad av f(x) = x2. Rita kurvorna

(a) y = f(x).
(b) y = flz—1).
(c) y=flz) + 1.
(d) y = f(-2).

3. Rita grafen till funktionen

2242z daz<l1
f(l‘)={

20 +1 daz>1
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10.

11.

12.

13.

14.

3.4

Lat f vara en reell funktion definierad av f(x) = 2z. Bestédm inversen till f och ange defini-
tionsméingden, malméngden och virdeméingden till den inversa funktionen.

Lat f vara en reell funktion definierad av f(z) = 32 + 5. Bestdm inversen till f och ange
definitionsméngden, malméngden och virdeméngden till den inversa funktionen.

Bestdm ekvationen for linjen som gar genom punkten (3,7) och har lutningskoefficient 1/2.
Bestdm ekvationen for linjen som gr genom punkterna (—3,5) och (2, 10).
Lé&s ekvationerna

(a) Inz +1n(x —1) =1n6

(b) In(1/2?) +Ina® =0
Forenkla 10'8° +1g(6 - 5) — 1g(3?) +1g 9.

(svar) For ett radioaktivt sonderfall giller formeln

m(t) = m(0)e

dir m(t) dr dmnets massa vid tiden ¢ och A\ &r sonderfallskonstanten. Med halveringstiden
T menas den tid det tar for dmnet att reducera sin massa till halften. Bestdm sambandet
mellan A och T.

Los ekvationerna

(a) 37°3% =1
(b) 4+2 — 48 =16

(C) (em + e—m)Q _ 6227 _ 6—230 =1

Los ekvationerna,
2 3
z“—1 _ bx°—5H

(a) rz—1 ~— z3-1

—3 _ xz+4
(b) z+4 ;—3
5x—-3) _ 10
(€) Sers = 52om

Ge en uppskattning av e genom att summera de fem forsta termerna i den oéndliga summan
som definierar e.

Hitta med papper och penna atminstone tre punkter pa den elliptiska kurvan i Figur
Tips: Ansitt z-koordinaten och forsok 16sa den uppkomna ekvationen. Upprepa.

Olikheter och absolutbelopp

I det hér avsnittet studerar vi olikheter och absolutbelopp 6ver de reella talen.

3.4.1 Olikheter

Olikheter paminner mycket om likheter men det finns vissa fillor man far se upp med. Vi borjar
med ett par lagar som géller for rdkning med olikheter:

a>b & a+c>b+e
a>b & r-a>r-bomr>0
a>b & r-a<r-bomr<0
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Nér vi arbetar med olikheter sa dr det oftast inte ett unikt tal z som blir 16sningen utan ett
helt intervall, a < x < b. Dessa intervall kan beskrivas pa flera sétt:

Losning | Intervall
0<z<1]| [0,1]
O<z<1| ]0,1]
0<z<1 [0, 1]
0<a<l1 10, 1]
O<zx 10, o[
<0 ] —00,0]

Observera alltsa att det &r skillnad pa l6sningsméngden till > 0 och = > 0. I den forsta
méngden sa dr bara de positiva talen losningar, men i den andra méingden sa ar dven x = 0 en
giltig 16sning. Vi kommer ocksa stota pa losningsméngder som bestar av flera intervall. Lat siga
35 < t < 45 &r det tidsintervall dir kladdkakan &r firdig, dar ¢ = 0 &r nér vi stoppade in den i
ugnen. Da kommer ¢ < 35 och ¢t > 45 vara de intervall dir kladdkakan inte &r dtbar. Detta sker da
t €] — 00, 35] U [45, 0.

Olikheter av grad ett. Att losa olikheter med grad ett ar inte svarare dn att 16sa ut en variabel.
Det enda man maste tinka pa dr den tredje regeln ovan sa att man vander pa olikhetstecknet vid
ratt tillfalle. Har foljer ett par illustrerande exempel.

Exempel 3.39. Lds foljande problem:
1. Finn de © som uppfyller olikheten bx — 12 > 18.
2. Finn de x som uppfyller olikheterna 4x — 7 > 20 och 5 — 2x > 7 samtidigt.
Lésningsforslag: Vi anvinder forsta regeln och adderar 12 till bada leden:
5 — 12 > 18 < 5z > 30
Vi kan nu multiplicera bada leden med (det positiva talet) %, det vill séga vi dividerar med 5.
5 > 30 x> 6

Alltsa #r losningsméngden till olikheten 6 < x, vilket ocksé kan skrivas som z €]6, cof.
Vi léser det andra problemet pa samma sétt for var och en av olikheterna. Den forsta olikheten
skrivs om till

27 27
4x—7220©4x227©x21©x€ {4,00[,

och den andra olikheten skrivs om till
5-2r>7e 2> -1>rer<-1&xe|—00 —1].

Vi vill nu finna de x som ligger i bada dessa 16sningsméngder. Men som vi kan se, sa finns det
inga sadana z, da inga tal kan vara stérre dn 27/4 samtidigt som de dr mindre &n —1. Alltsa finns
inga = som uppfyller bada olikheterna samtidigt. *
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Olikheter av hogre grad. Nu nér vi beméstrat olikheter av forsta graden sa angriper vi problem
med hogre grad. Den metod vi kommer att ha stor nytta av kallas teckenschema och det innebér att
vi undersoker om i vilka intervall som uttryck &r positiva eller negativa. Detta har stark koppling
till regel tva och regel tre for olikheter. Vi borjar med ett exempel:

Exempel 3.40. Vilka x uppfyller att (x — 1)(x — 2)(z +4) > 07

Lésningsforslag: Grinserna for olikheten maste ju vara da vénsterledet ar precis 0, det vill sdga
nér (x —1)(x —2)(z+4) = 0. Det &r alltsa enbart nér © = 1, x = 2 och nér x = —4 som vi passerar
en grins for 16sningsméangden. Vi ténker oss att vi dr x som vandrar fran —oo till co och pa vigen
sa undersoker vi vilket tecken som (z — 1)(z — 2)(z + 4) har. Ar uttrycket positivt sa dr det z:et
med i 16sningen, annars inte. Men for att vandra mellan ett x som ger negativt tecken och ett som
ger positivt, sa maste vi ju passera de som ger oss 0. Detta ger oss ett teckenschema:

4 1 2
@+H - 0 + + + + =
@—1) |- - - 0 + + +
(=2 |- - - - - 0 +
z—D(xz-2)(z+4) |- 0 + 0 - 0 +

Varje rad beréttar vilket tecken som uttrycket i véinsterkolumnen har. Vi ser alltsa att (z + 4)
ar positivt eller noll om z > —4, och liknande fér de andra tva uttrycken. Vi kan nu multiplicera
de tre forsta raderna med varandra for att fa den sista raden, (“minus ganger minus blir plus”).
Den sista raden ger oss da en beskrivning for vilket tecken vi har i vilket intervall, och vi avliser
att (z — 1)(z — 2)(x 4+ 4) &r positivt eller noll for —4 < z < 1 samt 2 < z. Losningen pa olikheten
blir da z € [—4, 1] U [2, o0].

20f

_0f

Figur 18: f(z) = (z — 1)(z — 2)(z + 4)
*

Det forsta man maste géra ndr man loser en olikhet dr alltsa att faktorisera uttrycket, och
darefter gora ett teckenschema. Det &r inte alltid man far uttrycket fardigfaktoriserat, men man
kan faktorisera dem med hjilp av faktorsatsen.

Exempel 3.41. Vilka = uppfyller olikheten x? — 5z < —67

Losningsforslag: Man kan létt luras att tro att vi faktoriserar vénsterledet direkt, men vi maste ha
0 i hogerledet for att kunna gora ett teckenschema. Vi skriver alltsa om det som z? — 52 + 6 < 0.
For att faktorisera vinsterledet, maste vi hitta rotterna till 22 — 52 + 6 = 0. Loser vi denna

73



andragradsekvation, sa finner vi att = 2 och z = 3 &r rotter. Vi kan da faktorisera vinsterledet
som (z — 2)(z — 3) (kontrollera att om du utvecklar detta s& far du precis 22 — 5z + 6). Detta ger
oss da (x — 2)(z — 3) < 0 och vi stéller upp ett teckenschema:

2 3
(-2 - 0 + + +
(x—=3)| - - - 0 +
(x—=2)(z-3) |+ 0 - 0 +
Vi utléser att (z —2)(x —3) <0 om zx € [2,3]. *

3.4.2 Absolutbelopp

Det hér avsnittet handlar om absolutbeloppet. Vi borjar med definitionen

o >0
|x| = romr= alternativt  |z| = Va?
—zxomzx <0

For alla positiva tal x, sa géller det att || = 2, men om x dr negativt sd kan man siga att
absolutbeloppet “tar bort minustecknet”. Det géller alltsa att |x| > 0 for alla z, och |2| = 0 endast
om z = 0.

Absolutbeloppet dr ett matt pa storleken av talet oberoende av vilket tecken det har. Det kan
ocksa tolkas som det avstand som z &r fran 0 pa tallinjen.

Exempel 3.42. |- 1|=—(-1)=1, |—-7|=—(-m) =~
Exempel 3.43. Lds foljande ekvationer:

o |z| =3.

o |z —4|=3.

Lésningsforslag: Nir man arbetar med absolutbelopp sa dr det littast att dela upp problemet i
flera fall, beroende pa om det vi tar absolutbelopp pa ar positivt eller negativt. Det &r precis det
vi kommer gora hir. Forsta problemet blir da foljande:

Fall 1: Om z > 0 sa &r |z| = « och vi far att z = 3, vilket da enkelt &r en 16sning.

Fall 2: Om z < 0 sa ér|x| = —z och vi far att —x = 3, s& x = —3 &r den andra l1sningen.
Losningen &r alltsa att « = 3 eller z = —3. Nu till nésta problem:

Fall1: Omz —4>0saér |r —4| =2 —4 och vi far att x —4 = 3, s& © = 7 &r en l6sning.
Fall 22 Om 2z —4 < 0sa ér |t —4] = —(z —4) och vi far att —(x —4) = 3, s& = 1 &r den

andra l6sningen.
Kontrollera att 16sningarna stdmmer genom att sédtta in dem i den ursprungliga ekvationen. %

Nu ska vi kombinera det vi ldrde oss om olikheter och anvéinda de i kombination med absolut-
belopp.

Exempel 3.44. Lds olikheten |x — 5| > 3.

Lésningsforslag: Vi delar upp problemet i flera fall, nimligen z — 5 > 0 och x — 5 < 0.

Fall x — 5 > 0: Hér dr det inom absolutbeloppet positivt och vi ersétter absolutbeloppet med
parenteser. Vi far att (z — 5) > 3 vilket ger oss « > 8. Alla dessa x uppfyller dven att x > 5, vilket
var en forutsittning for det har fallet. Alltsa &r x > 8 giltiga 16sningar.
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Fall x — 5 < 0: Nu far vi istéllet —(z — 5) > 3, vilket efter multiplikation med —1 i bada leden
ger x — 5 < —3. Slutligen far vi da att « < 2. Vi far da att x < 2 ger giltiga l6sningar, dessa
uppfyller ju ocksa forutsidttningarna att = < 5.

Losningsméngden ges av x < 2 och = > 8. *

Ovningar
1. Los foljande olikheter
(a) 3x +6 >2—8
(b) 2%+ 2z >3
(c) (x —2)(2®> +4x+4) >0
2. Lat f och g vara tva reella funktioner definierade av f(z) = 22 + x — 2 och g(z) = 1 — 2x.
Bestam alla skdrningspunkter mellan f : s och g : s grafer. Rita graferna i samma figur. For
vilka z dr f(x) > g(z)?
3.5 Trigonometri
Trigonometri anvinds i geometrin for att berikna avstand och vinklar, men dven i manga andra
sammanhang. Vi borjar med en kort repetition om rétvinkliga trianglar.
3.5.1 Rétvinkliga trianglar

En ratvinklig triangel dr en triangel med en rit vinkel, alltsa en vinkel pa 90°. Ett exempel pa en
ritvinklig triangel ser vi i figur [T9]

Figur 19: En rédtvinklig triangel. Sidan ¢ &r triangelns hypotenusa, medan sidorna a och b &r
triangelns katetrar. Den réta vinkeln finns mellan sidorna a och b.

Vinkelsumman, det vill siga summan av de tre vinklarna i en triangel, &r 180°. De sidor som
bildar en rit vinkel mot varandra, sidorna a och b i figuren ovan, kallas katetrar och den tredje
sidan, ¢, kallas fér hypotenusan. Vi gor dven skillnad mellan de bada kateterna. Nar vi betraktar
vinkeln v séger vi att a &r den nirliggande kateten och b den motstaende. For en ritvinklig triangel,
som den i figuren ovan, finns f6ljande definierade funktioner mellan vinkeln v och kvoter av sidorna
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enligt nedan:

b  motstaende katet
tanv = — = —/——

a  néarliggande katet

. b  motstaende katet

sinvy = - =

c hypotenusan

a  nérliggande katet
cosv = — =

c hypotenusan

tanv utldses “tangens for vinkeln v”, sinv “sinus for vinkeln v” och cosv utldses “cosinus for
vinkeln v”.

Exempel 3.45. Finn ett uttryck for x i figur[20 med hjilp av nagon av de trigonometriska funktio-
nerna sinus, cosinus och tangens.

60°

1/2

Figur 20: En ratvinklig triangel dir det dr mojligt att bestimma sidan  med hjilp av trigonomet-
riska funktioner.

Losningsforslag: Enligt definitionen av tangens ser vi att

T
tan 60° = +
2

Vi kan multiplicera med % pa bada sidorna om likhetstecknet och far

tan 60°
=x
2
For att kunna beriikna = exakt maste vi veta virdet pa tan 60°. *

Vi kommer ldra oss sinus, cosinus och tangens for vissa standardvinklar, till exempel 60°. Men

forst ska vi studera vinkelbegreppet.

3.5.2 Vinkelbegreppet

Vi har nu stétt pa en nittiogradersvinkel och en sextiogradersvinkel och vi har da miétt vinklarna
i grader. Men hur definieras en vinkel egentligen? Och kan man méta vinklar i andra enheter &n
grader?
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For att ge en god definition introducerar vi nu den sa kallade enhetscirkeln och begreppet
radianer. Enhetscirkeln dr en cirkel med medelpunkt i origo och med radie 1. Vi paminner om att
en cirkel med radie r har omkrets 27r, sa enhetscirkeln kommer att ha omkrets 27.

Tag nu en godtycklig rit linje som utgar fran origo. Linjen kommer att skidra cirkeln i en
punkt. Vinkeln mellan linjen och den positiva x-axeln, métt i radianer, definieras som lingden pa
cirkelbagen som gar fran var punkt till punkten (1,0).

Exempel 3.46. Bestam vinkeln i radianer mellan den positiva x-axeln och den positiva y-azxeln.

Lésningsforslag:

Eftersom lingden pa cirkelbagen mellan punkten (0,1) och (1,0) &r en fjardedel av cirkelns
omkrets sa kommer vinkeln att vara 27 /4 = /2 radianer, se Figur Lagg miérke till att vinkeln
7/2 motsvaras av vinkeln 90°.

*

(0,1)

1,0

|
NN

Figur 21: Enhetscirkeln och vinkeln /2.

Exempel 3.47. Ange vinkeln 45° i radianer.

Losningsforslag: Langden pa cirkelbagen utgor en attondel av cirkelns omkrets. Vinkeln blir dérfor
27 /8 = /4 radianer, se Figur
*

Exempel 3.48. Ange vinkeln mellan den linje som gar fran origo genom punkten (0,—1) och den
linje som gar fran origo genom punkten (1,0).

Lésningsforslag: Punkterna ligger pa enhetscirkeln. Langden pa cirkelbagen utgor tre fjardedelar
av cirkelns omkrets. Vinkeln blir dérfor 27 - 3/4 = 37/2 radianer, se Figur Denna vinkel svarar
mot 270°. *

3.5.3 De trigonometriska funktionerna och enhetscirkeln

Varje punkt p = (x,y) i férsta kvadranten (dir bade = och y ér positiva) pa enhetscirkeln formar
en triangel, se Figur
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dh

Figur 22: Enhetscirkeln och vinkeln /4.

an
|/

Figur 23: Enhetscirkeln och vinkeln 37 /2.

Triangeln &r ratvinklig och eftersom punkten ligger pa enhetscirkeln har hypotenusan lingd ett.
Vi ser ocksa att vinkeln ligger mellan 0 och 7/2, eller 0 och 90° mitt i grader. Med vara tidigare
definitioner av tangens, cosinus och sinus far vi sambanden

tanv = g,
x
sinv = % = y,och
x
cosv = — =ux.
1
Vi noterar har att )
y  sinw
tany = = = ——.
T Ccosv

Vi kan alltsa tolka cosinus av vinkeln v som z-koordinaten for punkten, och sinus av vinkeln
som y-koordinaten for punkten. Det visar sig att denna tolkning kan anvindas som definition av
cosinus och sinus for alla typer av vinklar.

Definition: Lat v vara en vinkel och lat [ vara en linje som bildar vinkeln v med z-axeln. Da ér
cos v z-koordinaten for den punkt dér [ skdr enhetscirkeln, sinv ar y-koordinaten fér samma punkt
och tanv = sinv/ cosv.



y

%

Figur 24: En punkt p = (z,y) i férsta kvadranten av enhetscirkeln.

h
|/

Figur 25: En punkt p = (x,y) i andra kvadranten av enhetscirkeln.

=

Definitionen illustreras i Figur

/

Exempel 3.49. Bestim sinm.

Losningsforslag: Vi soker y-koordinaten for skérningspunkten mellan enhetscirkeln och linjen som
bildar vinkeln 7 radianer med den positiva delen av x-axeln. Eftersom 7 svarar mot ett halvt varv

blir skdrningspunkten (—1,0). Det giller alltsa att sinw = 0.
*

Exempel 3.50. Bestim cosm.
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Losningsforslag: Vi soker nu istéillet x-koordinaten fér punkten (—1,0), sa cosm = —1. *

Pa hogskolan brukar man méta vinklar i radianer, men det dr viktigt att behérska bade radian-
och gradbegreppet. For att omvandla grader till radianer multiplicerar man med omvandlingsfak-
torn 7/180 och fér att omvandla radianer till grader multiplicerar man med omvandlingsfaktorn
180/ .

Exempel 3.51. Omuvandla vinkeln 330° till radianer.

11
Losningsforslag: Vinkeln miitt i radianer blir 330 - 7/180 = ?ﬁ *

Nedan visas en Oversidttningstabell for nagra vanliga vinklar.

radianer | 0 | n/6 | w/4 | ©/3 | w/2 | = 27
grader | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360°

3.5.4 Standardvinklar

Lat oss nu bestdmma sinus- och cosinusviardena for nagra speciella vinklar. Vi véljer att arbeta i
radianer, men kommer att presentera sinus- och cosinusvirdena for standardvinklarna i en tabell
dér vi dven ger vinklarna métta i grader.

Vi borjar med att notera att sinm/2 = 1 eftersom vi vid ett kvarts varv dr i punkten (0,1). P&
samma sétt har vi ocksa att

cosm/2=0, sin0=0 och cosO=1.

Lat oss nu undersdka vinkeln 7 /4. Vi ritar in vinkeln i enhetscirkeln och skriver in en hjélptri-
angel, se Figur

Eftersom vinkelsumman i en triangel &r 7 radianer och vi har en vinkel pa m/4 och en pa /2
maste dven den sista vinkeln vara /4. Det foljer pa grund av symmetri att de bada kateterna #r
lika langa.

NN
x

N

Figur 26: Vinkeln 7/4 och en i enhetscirkeln inskriven hjilptriangel. P4 grund av symmetri har de
bada kateterna samma lingd x.

Vi kan nu anvénda Pythagoras sats for att ta reda pa strickan x och vi far ekvationen

2+ =1



Alltsé har vi 222 = 1, eller 2% = 1/2 vilket ger l6sningarna

1
V2
Det negativa svaret kan vi bortse ifran eftersom att en striicka alltid &r positiv. Strackan z i

Figur ar darfor 1/4/2. Det innebir att skdrningspunkten p har koordinaterna (1/v/2,1/+/2). Vi
far alltsa

r==

sinm/4=1/v2, cosw/4=1/vV2 och tanm/4=1.
Vi gar nu vidare till vinklarna 7/6 och 7/3. Betrakta den liksidiga triangeln i Figur Alla

1

Figur 27: En liksidig triangel med sidan 1.

sidor har lingd 1 och didrmed &r alla vinklar lika stora, det vill sdga 7/3. Om vi delar en av
vinklarna i triangeln mitt i tu far vi en vinkel pa 7/6, se Figur

o3

wlx

z
3
1/2

Figur 28: En liksidig triangel med sidan 1 samt en tudelning av den 6vre vinkeln. Den obekanta
sidan x kan bestimmas med hjialp av Pythagoras sats.

Betrakta nu den fetmarkerade triangeln i Figur Vi kan med hjilp av Pythagoras sats stélla
upp en ekvation for den obekanta sidan. Det giller ju att

22+ (1/2)% =12,

vilket ger l6sningarna
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Aterigen kan vi bortse fran det negativa viirdet eftersom vi soker en striicka. Genom att anvinda
att sinus definieras som forhallandet mellan motstaende katet och hypotenusan far vi att

sinm/3 = £/1 = \Qf

P& motsvarande sétt kan vi genom att anvidnda att cosinus definieras som forhallandet mellan
nérliggande katet och hypotenusan fa att

1
cosT/3 = 5/1 =1/2.
Slutligen kan vi bestimma tangensvirdet som kvoten mellan sinus- och cosinusvérdet, det vill séga

v3,l_

tanm/3 = —/f

Figur[28 kan dven anviindas for att bestéima de trigonometriska funktionernas viirden for vinkeln
/6. Vi far
1
sinmw/6 = 7/1 =1/2,

V3, V3

cosT/6 = —/1 =5

tanm/6 = %/% =1/V3.

Vi sammanfattar vara resultat i en tabell:

Grader | Radianer | sin | cos | tan
0° 0 0 1 0
30° /6 BEAF
45° /4 % % 1
60° 3 |2 1| V3
90° /2 1 0 | odef

3.5.5 Samband mellan cosinus och sinus for olika vinklar

Som vi tidigare har utnyttjat kan vi anviinda Pythagoras sats pa en riatvinklig triangel med sidorna
x och y i enhetscirkeln och far
12 = 2% + 42

Eftersom x = cosv och y = sinv far vi sambandet

cos? v +sin®v =1,

som ir en viktig identitet kallad trigonometriska ettan:. Observera att vi skriver cos? v och sin? v

istiillet for (coswv)? och (sinwv)?.
Vi fortsétter med att betrakta cosv och cos(—wv), for att se ett samband mellan dem. Vi ritar

in vinklarna v och (—v) i enhetscirkeln, se Figur
Nir vi avldser cosinus for en vinkel tittar vi pa ax-koordinaten. Om vi jamfor z-koordinaterna

for vinklarna v och —v ser vi att de ar lika. Vi far att
cos(v) = cos(—v).

Rita gérna in en vinkel v i en annan kvadrant for att 6vertyga dig sjélv om att formeln géller dven
da. Om vi jamfor y-koordinaterna ser vi att de ér teckenskilda, vilket betyder att

sin(v) = — sin(—v).
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(cosv, sin v)

(cos(-V), sin (-V))

Figur 29: Vinklarna v och —v i enhetscirkeln. De punkter dér de bada linjerna skér enhetscirkeln
har samma x-koordinat, det vill siiga cosv = cos(—v). Punkternas y-koordinater skiljer sig endast
med ett tecken, det vill siga sinv = — sin(—wv).

(cos(pi —v), sin (pi —v) (cosv, sin v)

Figur 30: Vinklarna v och m —v i enhetscirkeln. De punkter dir de bada linjerna skér enhetscirkeln
har samma y-koordinat, det vill séiga sin v = sin(m — v). Punkternas a-koordinater skiljer sig endast
med ett tecken, det vill siga cosv = — cos(m — v).

Vi gar nu vidare till att titta pa vinklarna v och m — v for att se ett samband mellan de bada
vinklarnas sinus- och cosinusvarden. Vi ritar in en godtycklig vinkel v i enhetscirkeln, samt vinkeln
7 — v, se Figur B0}

For att avldsa sinusvirdet for en vinkel v i enhetscirkeln tittar vi pa y-koordinaten dér linjen
nuddar cirkeln. Jimfor vi y-koordinaterna for v och m — v ser vi att de ar lika. Motsvarande studie
for z-koordinaterna avsldjar att de skiljer sig endast med tecken. Det géller alltsa att

sinv = sin(m — v) och att cosv = — cos(m — v).

83



Sammanfattningsvis har vi foéljande samband:

cos’v +sin®v = 1
cosv = cos(—v)
sinv = —sin(—v)
cosv = —cos(m—v) (eller cosv = —cos(180° —v))
sinv = sin(mr—wv) (eller sinv =sin(180° — v)).

Exempel 3.52. Bestdim sin(57/6).
Losningsforslag: Vi har 57/6 = 7 — 7 /6. Alltsa &r
sin(57/6) = sin(m — 7/6) = sinw/6 = 1/2.

3.5.6 Triangelsatserna

I det héar avsnittet kommer vi ldra oss tre viktiga triangelsatser, ndmligen areasatsen, cosinussatsen
och sinussatsen. Vi kommer att anvéinda oss av det klassiska vinkelbegreppet i detta avsnitt, men
det gar sa klart &ven bra att méta vinklarna i radianer.

Areasatsen Som du sikert kommer ihag kan arean av en triangel beriknas med formeln

At
2

dér b star for basen och h for héjden i triangeln.
Exempel 3.53. Berdkna arean av en triangel med basen 5 cm och hdojden 10 cm.

Losningsforslag: Vi anviander formeln ovan.

. .1
b thO:25cm2.

A==
2 2

*

Det areasatsen siger &r hur man berdknar arean av en triangel nir man kénner till tva sidor och
den mellanliggande vinkeln. Lat oss med ett exempel visa hur man kommer fram till areasatsen.
Exempel 3.54. Berdkna arean av en triangel ddr vi kdnner till tva sidor, a och b samt dess mel-
lanliggande vinkel v under antagande att vinkeln dr spetsig.

Losningsforslag: Vi borjar med att rita upp en triangel (se Figur och rita in hoéjden. Vi kan da
skriva

sinv = X
och alltsa &r hojden h = b-sinv. Vi kan nu anvénda formeln vi hade tidigare f6r att berdkna arean:
_ basen-hdjden  a-b-sinv
N 2 N 2

A

Samma resonemang kan utforas dven da vinkeln v &r trubbig, vilket ger areasatsen.

Sats 9. Arean A av en triangel ddir vi kdinner till tva sidor a och b samt dess mellanliggande vinkel
v ges av sambandet
a-b-sinv

3 .

A:
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Figur 31: En triangel med de tva sidorna a och b och dess mellanliggande vinkel v.

Sinussatsen For en triangel ABC med sidorna abe enligt Figur [32] géller foljande enligt sinussat-
sen:

Figur 32: En triangel ABC med sidorna abc.

sinA sinB sinC

a b c
Man kan visa sinussatsen fran areasatsen, men vi utelimnar beviset.

Cosinussatsen Da en triangel ABC' saknar en rit vinkel kan vi inte tillampa Pythagoras sats.
Daremot géller sambandet
2 =a?>+b*>—2ab-cosC,

déir a betecknar motstaende sida till vinkeln A och sa vidare, se Figur [32] Vi kommer inte ta upp
beviset av denna sats.

Exempel 3.55. Vad kdnner vi igen cosinussatsen som ndir vinkeln C dr en rdt vinkel?
Losningsforslag: Om C &r 90° géller
A =a?+b*—2ab-cosC = a®>+b> —2ab-0=a®+V?,

vilket vi kidnner igen som Pythagoras sats. Pythagoras sats ar alltsa ett specialfall av cosinussatsen.

*

Exempel 3.56. Berdkna vinkeln v i Figur[33

Losningsforslag: Enligt cosinussatsen har vi
2
V39 =5>4+17"—-2.5-7-cosv

vilket vi kan skriva om som
1/2 = cosw.
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(cm)

Figur 33: En triangel med en obekant vinkel v som kan bestdmmas med hjélp av cosinussatsen.

I vart fall ger detta att v = 60°. *

Sammanfattningsvis har vi féljande triangelsatser:

a-b-sinv
Areasatsen: A= —— —
2
] sinA sinB sinC
Sinussatsen: = =
a b c

Cosinussatsen: ¢ = a® + b2 — 2ab - cos C

3.5.7 Trigonometriska funktioner

Tidigare har vi bara berdknat virdet for cosinus och sinus for vinklar i intervallet [0, 2] eller
[0°,360°]. Vi ska nu definiera cosinus och sinus pa andra intervall.

Periodiska funktioner Om vi tdnker oss en vinkel pa enhetscirkeln och till den vinkeln adderar ett
varv, det vill siga 2w, hur forindras da sinus- och cosinusvirdena? Eftersom de trigonometriska
funktionernas virden for en vinkel definieras av x och y—koordinaterna fér en punkt pa enhetscir-
keln giiller det att ta reda pa vilken punkt vi hamnar vid nér vi till en vinkel adderar ett varv. Vi
ser att vi hamnar vid precis samma punkt. Detta illustreras i Figur [34] Ténk dig exempelvis att du
springer pa en l6parbana med formen av en cirkel. Nir du springer ett varv dr du alltid tillbaka pa
samma stélle som du borjade. P4 samma sitt kommer du tillbaka till samma stélle om du springer
10 varv, oavsett om du springer motsols eller medsols. Vi far foljande trigonometriska samband:

sinv = sin(v+n-27)

cosv = cos(v+n-2m),

dér n dr ett heltal (som alltsa bade kan vara negativt och positivt) som anger antalet varv. Vi
séiger att sinus och cosinus #r periodiska funktioner med perioden 27 (eller 360°.) Graferna for
funktionerna sin z och cos z finns i Figur 35 och i Figur [36}

Med hjilp av Figur [37] far vi foljande formler som &r till hjélp da vi ska bestdmma perioden for
tangens:

sin(v4+7) = —y=—sinv

cos(v+m) = —x=—cosv
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Figur 34: I bilden ser vi en vinkel v samt vinkeln v 4 27.

10+

05

-10r

Figur 35: Grafen till funktionen f(x) = sinx pa intervallet [—6, 6].

1

-10r

Figur 36: Grafen till funktionen f(x) = cosx pa intervallet [—6, 6].
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Figur 37: En illustration av sambandet mellan sinus- och cosinusvérdena fér en vinkel v samt
vinkeln v 4 180°.

Vi far
tan(v + 1) = sin(v + ) _ —sinv _sinv —
cos(v+m) —cosv  cosv

Detta innebér att tangensfunktionen dr periodisk med perioden 7 och alltsa géller tan(v+n-7) =
tan v. Grafen till tangensfunktionen finns ritad i Figur

Figur 38: Grafen till funktionen f(z) = tanz pa intervallet [—2m,27] minus punkterna
—3m/2,—m/2,7/2,37/2 och 57/2 dér tanz dr odefinierad.

Exempel 3.57. Berdkna cos 225°.

Losningsforslag: Vi har

c0s 225° = cos(180° + 45°) = — cos45° = —

Sl

eftersom
cos(180° + v) = — cosv.
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Exempel 3.58. Bestim cos(5m/3).
Losningsforslag: Vi har 57/3 = 2 — /3. Alltsa &r

cos(57/3) = cos(2m — 7/3) = cos(—7/3) = cos(w/3) = 1/2.

3.5.8 Trigonometriska ekvationer
Exempel 3.59. Bestim samtliga losningar till sinv = % Svara bade i grader och i radianer.

Losningsforslag: Vi utfor rdkningarna i radianer och omvandlar sedan resultatet till grader. For
att bestimma samtliga 16sningar dr det mycket att ténka pa. Forst maste vi veta nagon vinkel
v som uppfyller sinv = %. En sddan &r /6. Vi maste ocksé komma ihag att sinv = sin(7 — v)
vilket innebér att dven v = 57/6 &r en losning till ekvationen. Slutligen far vi inte glomma att
sinv = sin(v+n - 27), dér n dr ett heltal. Alltsa far vi att samtliga 16sningar till ekvationen ges av

w/6+n-2r och 57/6+n-2r, neEZ

vilket &r

30° + n - 360° och 150° + n - 360°
uttryckt i grader. *
Exempel 3.60. Hur manga l0sningar har ekvationen cosv = % i intervallet [m, 3] ?

Losningsforslag: Sen tidigare vet vi att en losning till ekvationen &r 7/3. Eftersom cosv = cos(—v)
sa &r dven —m/3 en losning. Den allménna losningen till ekvationen dr alltsa +7/3 4+ 2nm,n € Z.
Om n =1 sa ger det oss 16sningarna 7/3 + 2w och 27 — 7/3, vilka ligger i det aktuella intervallet.
Om n < 0 eller n > 2 sa hamnar 16sningarna utanfor intervallet. Antalet 16sningar ar dérfor 2. %

Exempel 3.61. Bestim samtliga l6sningar till ekvationen cos®> v — 3cosv/2+1/2 = 0.

Losningsforslag: Vi borjar med att séitt y = cosv. Detta ger oss ekvationen y? — 3y/2 + 1/2 = 0
som har l6sningarna y = 1/2 och y = 1. Fran den foregiende uppgiften vet vi att cosv = 1/2 har
l6sningarna +7/3 + 2nm. Ekvationen cosv = 1 har 16sningarna v = 2nm,n € Z. Losningarna till
ekvationen ges alltsa av £7/3 4+ n - 27 och 2nm, n € Z. *

Period, amplitud och fasforskjutning. Nu ska vi titta pa funktioner av typen Asin(Bx — C) och
Acos(Bx — C), dir A, B och C ir konstanter. Vi viiljer att méta vinklarna med grader genom
hela detta kapitel. Vi har tidigare pratat om perioden av sinz och cosz. Vi ska nu se vad som
hénder med perioden om vi istéllet undersoker funktioner av typen sin(Bx) och cos(Bz). Vi borjar
med att betrakta sinz och sin 2z for att jamfora dem. Vi vet sedan tidigare att sin z har perioden
360° vilket innebér att sinuskurvan upprepar sig efter 360°. De bada kurvorna sinz och sin 2z &r
uppritade i Figur [39

Vi ser att sin 2z upprepar sig redan efter 180°. Och det visar sitt sin 2z har perioden 180°.

9

Allmént géller att sin(Bz) och cos(Bz) har perioden 360° 1 Figur [39 ser vi ocksa att funktionen

B -
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. y=sinx 7\ y=sin2x
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—1F
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. . .
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Figur 40: De bada kurvorna sinx och 2sin .

sinz antar virden mellan -1 och 1. Man séger att sinz har amplitud 1. Vi jamfor nu sinx med
2sinz, se Figur [40]

Vi ser att de bada kurvorna har samma period men 2 sinz antar virden mellan -2 och 2. Man
siger att 2sinz har amplitud 2. Allméant géller att Asinz och A cosz har amplitud |A].

Kvar har vi fasforskjutning. Betrakta Figur [41| déir vi ser de bada funktionerna sin x och sin(x —
45°).
1r Cyasox

K ' y=sin(x-45)
\

—1t

Figur 41: De bada kurvorna sinz och sin(xz — 45°).

De bada kurvorna har samma utseende férutom att sin(z — 45°) #r forskjuten 45° at hoger i
x-led. Allmént giller att sin(x — C') och cos(x — C) har en fasférskjutning pa C' lingdenheter at
hoger om C' ar positivt och at vanster om C &r negativt.

Vi kan nu bestdmma period, amplitud och fasférskjutning fér funktioner pa formen Asin(Bx +
C) och Acos(Bx + C) déar A, B och C ér konstanter.

Exempel 3.62. Bestim period, amplitud och fasforskjutning for funktionen 3 cos(2z — 30°).

Lésningsforslag: Amplituden kan direkt avlisas till 3 och perioden till 180°. For att bestimma
fasforskjutningen vill vi veta hur mycket z foérskjuts och inte hur mycket 2z forskjuts. Fasfor-
skjutningen blir alltsa inte 30°. Vi gor en omskrivning for att kunna avlidsa fasforskjutningen.
3cos(2z — 30°) = 3cos(2(x — 15°)). Fasforskjutningen blir alltsa 15° till hoger i z-led. *
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3.5.9 Polir framstillning av komplexa tal

Tidigare har vi lart oss att ange komplexa tal pa formen a + bi. Vi kommer nu inféra nagot som
kallas polira koordinater for att ange komplexa tal. De poldra koordinaterna bygger pa att man
anger hur langt fran origo punkten ligger samt i vilken riktning.

Lat z = a + bi. I det forsta kapitlet inférde vi beteckningen z for det komplexa talet a — bi och
vi sag att z - Z = a® + b? genom att anviinda konjugatregeln. Vi definierar nu absolutbeloppet av

det komplexa talet z som
2| =Vz-z=1+Va?+ b2

Observera att om b = 0 sa Overensstammer definitionen av detta absolutbelopp med det vanliga
absolutbeloppet.

Exempel 3.63. Lat z=1+14. Da dr
\z|:\/z~2:\/12+712:\/§.

Det komplexa talet z = a + bi definierar en punkt (a,b) i det komplexa talplanet. Talet r = |z
betecknar da avstandet till origo, det vill sdga r = va? + b2.

Argumentet till z, betecknat arg(z), &r vinkeln mellan den positiva reella axeln och den réta
linje som gar fran origo till punkten (a,b).

Exempel 3.64. Argumentet till z = 144 dr w/4 eftersom vinkeln mellan den positiva reella azeln
och den réta linje som gdr frin origo till punkten (1,1) dr w/4, se Figur[{3

1+i

ENEE

Re

Figur 42: Punkten z = 1 + ¢ och enhetscirkeln i det komplexa talplanet.

Exempel 3.65. Argumentet till z =i — 1 dr 3w/4 eftersom vinkeln mellan linjen genom origo till
punkten (—1,1) och den positiva reella linjen dr w/2 + m/4 = 3n/4, se Figur[{3

Det komplexa talet z = a + bi kan alltsa skrivas som
r(cos(arg(z)) + isin(arg(z))),

ddr r som vanligt #r lika med |z|. Denna framstéllning kallas poldr form. Ligg mirke till att i
specialfallet nir r = 1 sa ligger (a,b) pa enhetscirkeln.

Exempel 3.66. Skriv z =1 — 1 pa poldr form.
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%

Figur 43: Punkten z = ¢ — 1 och enhetscirkeln i det komplexa talplanet.

Losningsforslag: Vi har tidigare sett att argumentet till z dr 37 /4. Eftersom absolutbeloppet av
i— 1 &r /2 sa giller det att
2 = V/2(cos 3m/4 + isin 3w /4).

*

Exempel 3.67. Det kompleza talet z = 3 + 3i kan skrivas pd formen r (cos€ + isinf). Bestim r
och 6.

Loésningsforslag: Vi borjar med att berdikna absolutbeloppet av z och far

2] = V32 + 32 =V32.2 = 3V2.

Vinkeln fran origo till punkten (3, 3) dr m/4. Det komplexa talet z kan alltsa skrivas som

3v/2(cos % + isin %)

pa polir form. Vi ser att 7 = 3v/2 och att 6 = /4.

Ovningar

1. Visa att sin(90° — v) = cos v och cos(90° —v) = sinwv. Ledning: Rita upp en rdtvinklig triangel
med en vinkel v och en vinkel 90° — v.

2. Beréikna arean av triangeln i Figur [44]
3. Berdkna léngden av den med x markerade sidan i Figur
4. Berdkna exakt

(a) sin(—30°)

(b) sin420°

(c) cos(—720°)

2

5. Bestdm samtliga l6sningar till ekvationen cos® v = % Svara i grader.
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Figur 44: En triangel dér vi vet tva sidor och kan berdkna den mellanliggande vinkeln.

(cm)

Figur 45: Liangden av sidan x i figuren kan beréiknas med en av triangelsatserna.

6. Bestdm period, amplitud och fasforskjutning for 5sin(3z + 15).

7. Beradkna sin %.

2

8. Los ekvationen cos® x = % Svara i radianer.

9. Skriv pa polér form.

(a) 1+74
(b) 1—14

3.6 Gransvirden

Gréansvérden anvénds dels for att studera hur reella funktioner uppfor sig nira punkter dar de ar
odefinierade, dels for att studera hur funktioner beter sig for stora virden pa argumentet.

3.6.1 Beteenden nira en punkt dir f(x) dr odefinierbar

Lat f(z) vara en reell funktion. Om man vill séiga att f(z) ndrmar sig ett virde L da x nédrmar

sig en punkt a sa skriver man
lim f(z) = L,

r—a
vilket brukar ldsas ”f(x) har grinsvirdet L da = gar mot a”.
Om f(z) har grinsvirdet L da x — a sa menar man underforstatt att f(z) har samma gréns-
virde oberoende av om x nirmar sig a fran hoger eller fran vinster pa den reella tallinjen.
Betrakta den rationella funktionen
3 — 322 + 22

fo) ===

se Figur 6]
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Figur 46: Grafen till f(z) = w i intervallet [—1,5]. Nar « = 2 &r funktionen odefinierad.
r—2

Eftersom ndmnaren &r noll nir x = 2 sa 4r f odefinierad i den punkten. Men studerar vi grafen
till f s& ser det ut som att f(2) ér lika med 2. Vi ska nu berdkna grinsvirdet

lim f(z).

r—2

Vi provar med att faktorisera téljaren. Férst noterar vi att 3 — 322 + 22 = z(2%? — 3 + 2) och
med kvadratkomplettering kan vi skriva om 22 — 3z + 2 som (x — 1)(z — 2). Det giller alltsi att

23 =322 4+22z  xz(z—1)(z—2)

f@) = Tz —2 - T —2
Nu kan det vara lockande att dela bade ndmnare och téljare med x — 2, men
—1)(x—2
e=D@=2 4 w1
rz—2

definierar endast samma funktion om z ar skild fran 2.

Déaremot ar 5 )
-3 2
lim R lim z(z — 1)
z—2 T — 2 z—2

eftersom x endast ndrmar sig virdet 2, men aldrig antar detta véirde.
Sjélva gransovergangen blir inte svar. Vi far

limz(z—1)=2(2-1) =2.

r—2

Vi har alltsa visat att lim,_,o f(z) = 2.
Om exemplet ovan kéndes trivialt sa ar foljande klassiska exempel kanske mer forvanande.
Definitionsméngden till funktionen 2= &r R\ {0}. men det visar sig att nér funktionen ndrmar

94



sig noll fran hoger pa tallinjen sa narmar sig funktionens virde talet 1. Samma ska géller nér vi

ror oss fran véinster pa tallinjen. Det géller faktiskt att
sin x
=1.

lim
x—0 I
En graf av funktionen sinx/x visas i figur Figur Observera dock att % fortfarande inte &ar

definierat i x = 0.

15 2.0

-05 0.0 0.5 10

-1.0

-20 -15

Figur 47: f(z) = % pa vardera sidor om z = 0

3.6.2 Grénsvirden nir x gar mot oindligheten
Att x gar mot odndligheten skriver vi som x — oo eller x — —oo. Betrakta den rationella funktionen

222 — 1
fe) =31
Forst och framst kan vi dra slutsatsen att funktionen ar definierad over hela R eftersom ndmnaren
2?2 + 1 aldrig kan vara lika med noll. Hur uppfér sig da funktionen? Vi kan notera att

—a)? — 0 —
2(—a)? -1 2 I:f(a)

IC0) = et ~ @

for alla reella tal a. Det innebér att grafen till f &r symmetrisk kring nollan.
Lat oss studera nagra virden pa x. Av symmetriskil ricker det att titta pa positiva virden. Vi

har

x |0 1 2 3 4 5 6
f(x) | -1 | 1/2 | 7/5 | 17/10 | 31/17 | 49/26 | 71/37
Vi noterar att alla dessa vérden dr mindre &n tva. I Figur 48 har vi skissat f(z) = 2;22;11 samt

linjen y = 2. Det verkar som att f(z) — 2 da  — oo eller x — —o0.
Det géller att grinsvirdet for f(z) nir x gar mot plus/minus oéndligheten verkligen &r tva,

och detta skriver vi som
. 2z2 — 1 _

22 —1
Ih_)rgom:2 och m_l}r_noo P =2.

Lat oss ge ett bevis av detta. Vi borjar med att dela bada téljare och ndmnare med 2, vilket

ar tillatet eftersom vi inte &dr intresserade av funktionens vérde i nollan. Vi far

2z2—1 1
2 _ z2
2 1 1 -



-3

Figur 48: Grafen till f(z) = 2;22_;11 i intervallet [—10, 10].

Nir z dr ett stort positivt eller negativt tal s kommer -5 att vara néra noll. Man kan visa att om

2
vi later  ga mot plus eller minus o#ndligheten kommer -5 att ga mot noll. Det giller alltsa att

%
2-L 2.9 2-L 2.9

lim ’”12 =——=2 och lim ’”12 = — =2.

w—o0 1+ =5 1+0 r——o0 1+ =5 140

3.7 Derivata

Du kénner sdkert till att derivatan av en funktion i en punkt anger lutningen av motsvarande funk-
tionsgraf i den punkten. Med andra ord berdttar derivatan hur snabbt det férlopp som funktionen
beskriver fordndrar sig, alltsa forandringshastigheten.

Om vi ritar upp grafen till en funktion s(t) sa kommer derivatan i en viss punkt, ¢g, att vara
lutningen pa den réta linje som tangerar kurvan i (tg, s(tg)). Vi kallar denna linje for tangent till
kurvan s(t) i punkten (to, s(to)), vilket illustreras med ett exempel i Figur

201
15+

10+

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0.0 0.5 1.0 15 20 2.5 3.0

Figur 49: En funktion samt dess tangent (den rita linjen) i punkten (1,5).

Men hur ska man matematiskt bestdmma tangentens lutning? Vi gor det genom att forst
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betrakta sekanten - det vill sdga den linje som gar genom tva punkter pa kurvan och sedan lata
avstandet mellan dessa tva punkter krympa mot noll. Lat den ena punkten vara (x, f(x)) och den
andra (x + h, f(x + h)), se Figur

A

Y

Figur 50: Sekant (den rita linjen) genom punkterna (z, f(x)) och (x + h, f(z + h)).

Som vi har sett tidgare bestdms lutningen pa en rit linje mellan punkterna (a,b) och (¢, d) av

kvoten % sa 1 vart fall fas alltsa

Fath) = f@) _ flath) -~ @)

(x+h)—=x h

Den hir kvoten ger oss lutningen pa sekanten. For att fa lutningen pa tangenten later vi parametern
h (som kan vara bade positiv och negativ) néirma sig 0. Derivatans definition ges nu av grinsvirdet

Exempel 3.68. Visa med hjilp av derivatans definition att derivatan av x? dr 2.

Losningsforslag: Vi har alltsa f(z) = 22 och vi ska bestimma f/(x). Enligt derivatans definition &r

Eftersom f(x) = 22 sa ir

fx+h)— flz) a*+42hx+ h? — 22 :2hm+h2 _ h(2z + h)

= = =2 h.
h h h W v
Nér A ndrmar sig noll gar 2z + h mot 2z, sa
h) —
f(x) = lim flath) = @) lim 2z + h = 2w,
h—0 h h—0
precis vad vi skulle visa. *
Exempel 3.69. Bestim derivatan av funktionen f(x) = x* + 322 — 1 med hjilp av derivatans

definition.
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Losningsforslag: Enligt derivatans definition &r

f/(x):}g% f(l'"i_h})L_f(m)

Vi far alltsa

, . at +423h + 622h% + 4xh3 + h* + 322 + 62h + 3h% — 1 — (2% + 322 — 1)
=iy ;
—

— lim 423h + 622h2 + 4zh3 + h* 4 62h + 3h2
o h—0 h

= }Lir% 42> + 62%h + 4xh® + h + 62 + 3h
—

= 423 + 6z,

eftersom termerna 6z2h, 4xh? h3 och 3h alla gar mot noll da h gar mot noll.

Det finns flera sétt att beteckna derivatan for funktionen y = f(z):

dy

fl(x), Z/, %7 och D[f(.’l?)]

3.7.1 Tangentens ekvation

Som vi nu har sett &r derivatan av en funktion detsamma som tangentens lutning i varje given
punkt dér funktionen dr definierad. Vi ska nu ta reda pa tangentens ekvation i en viss punkt.
Tangenten &r en rét linje och kan dérfor skrivas pa formen

y=kr+m

dér, som vi tidigare noterat, k—vérdet anger linjens lutning och m-vérdet anger skérningspunkten
med y—axeln. Lat oss se hur det gar till att berdkna k-vardet och m-virdet genom att betrakta
ett exempel.

Exempel
Lat f(z) = x* + 32% — 1 och bestim ekvationen for tangenten till kurvan f(z) i punkten (1, 3).

Losningsforslag: Vi borjar med att berdkna derivatan fér f(x) med hjélp av vad vi ldrde oss i
foregaende avsnitt och far
f(x) = 42® + 6.

Da x =1 fas att f/(1) = 10 vilket alltsd dr lutningen i punkten (1,3). Nu aterstar att bestimma
m-virdet. For att en rét linje med lutning 10 ska tangera kurvan f(z) i punkten (1,3) sa krivs att
den punkten finns med dven pa linjen. Saledes stoppar vi in x = 1 och y = 3 i tangentens ekvation
och far

3=10-1+m
vilket ger att m = —7 och tangentens ekvation ges darfor av
y=10x — 7.
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3.7.2 Derivator av kiinda funktioner

Med hjalp av derivatans definition, som alltsa &r ett gransvirde, kan man nu hérleda derivatan
for olika funktioner. Nedan ges formler for att derivatan av vara vanligaste funktioner; konstanta
funktioner, polynom, trigonometriska funktioner, exponentialfunktioner och logaritmfunktioner.
Av utrymmesskél hoppar vi éver bevisen.

funktion derivata

C(konstant) 0

sinx cosT
cosx —sinzx
Inx L
xr
" nx" 1

Exempel 3.70.
3
D[2]=0, D[z]=1, D[z']=102", D[z%? = ixl/Q, D[l/z] = Djz" Y] = —127? = —1/2?

For att bevisa att derivatan av 2™ &r nz" ! for ett godtyckligt n kan man anvinda binomial-
satsen.

For att visa att derivatan av sinx dr lika med cos x anvinder man ett samband som inte ingar
i kursen, ndmligen sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny.

3.7.3 Derivatan av summor, produkter, sammanséittningar och kvoter av funktioner

Det giiller att derivatan av en summa av funktioner dr densamma som summan av funktionernas
derivator, vilket &r mycket hjidlpsamt vid berdkning av derivator. Mer precist sa géller det att

D[f(z) + g(2)] = D[f(2)] + D[g(x)]

och

Dlaf(z)] = aD[f(z)] for a € R.

Exempel 3.71.
Disinx + 22 + 42*] = D[sinz] + D[2?] + 4D[z*] = cosz + 2z + 162°.

Produktregeln beskriver hur man deriverar produkten av tva funktioner:

D[f(x) g(@)] = f'(x) g(x) + f(z) - ¢'(x)

2

Exempel 3.72. Vad blir derivatan av funktionen f(x) = x* - sinx i punkten x = w?
Losningsforslag: Lat g(x) = 22 och 1at h(z) = sinz. D4 far vi
D(f(x)) = D(g(z)h(x)) = ¢'(x)h(z) + g(z)h (z) = 2xsinx + 2 cos

enligt produktregeln. Alltsa &r f/(7) = —m2. *

Exempel 3.73. Vad blir derivatan av funktionen f(x) =e*-Inz?

99



Losningsforslag: Lat g(x) = e och lat h(xz) = Inz. Da far vi
xz

D(f(2)) = D(g(x)h(x)) = g/ (@)h(x) + g(x)h(x) = ¢ - Ina + =

enligt produktregeln. *
Produktregeln visar man med hjélp av definitionen pa derivata och grénsvéirdesformler.

Kedjeregeln beskriver hur man deriverar en sammansatt funktion:

Man kallar f(z) for den yttre funktionen och g(x) for den inre funktionen. Regeln minns man
da ldttast genom att tédnka “yttre derivatan ganger inre derivatan”.

Exempel 3.74. Bestim derivatan av funktionen f(x) = sinz2.

Losningsforslag: Lat g(x) = sinx och 1at h(z) = 22. D4 ar f(z) = g(h(x)). Enligt kedjeregeln blir
derivatan
D(f(x)) = D(g(h(x)) = g'(h(x)) - W' (z) = cosa? - 2.

Exempel 3.75. Bestim derivatan av funktionen f(z) = (22 + 5)1° i punkten x = 0.

Losningsforslag 1: Lat g(x) = 21° och 1at h(z) = 2% + 5. Da &r f(z) = g(h(z)). Enligt kedjeregeln
blir derivatan
D(f(z)) = D(g(h(z)) = ¢'(h(2)) - k' () = 10(2® + 5)° - 22

och vi far f/(0) = 10(02 +5)?-2-0=0. *

Losningsforslag 2: En annan mojlig 16sning &r att utveckla (224 5)1% med binomialsatsen och sedan
derivera polynomet termvis. Men det blir givetvis otroligt mycket rikningar. *

For den intresserade ldsaren ska vi nu genomfora beviset av kedjeregeln. Vi kallar g(x) for y,
och vi anvénder Az for att beteckna en liten skillnad pa z. Da géller det att en liten skillnad pa
x ger oss en liten skillnad pa y, forutsatt att g ar kontinuerlig . Vi ska inte ga in pa detaljer, men
man kan siga att en funktion #r kontinuerlig om man kan rita grafen till den utan att lyfta pa
pennan. Alla reella funktioner som vi stott pa hittills ér kontinuerliga. Vi behover en till definition
innan vi formulerar och bevisar satsen. Vi sétter Ay = g(x + Ax) — g(z), vilket innebér att Ay ér
litet om Ax ar litet.

Sats 10. Ldat f(x) och g(x) vara kontinuerliga reella funktioner. Da gdller att
D[f (g9(x))] = f' (9(2)) - ¢' ().
Bevis. Enligt definitionen av derivata sa géller det att

Df(g(a))] = lim W@+ A2 = flg(@)

Az—0 Ax

Vi forldnger téljare och ndmnare med g(z + Az) — g(z) och far

flg(z + Az)) — f(g(z)) g(z+ Ax) — g(z)
Az—0 gz + Azx) — g(x) Az '
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Genom att utnyttja Ay = g(x + Ax) — g(z) kan vi skriva om f(g(z + Az)) som f(Ay + g(z)).
Detta ger oss

i LAY +9(@)) — fg(2)) gz + Az) — g(z)
Az—0 Ay Az '

Har byter vi nu ut g(z) till y, och far

i T AY) — fly) gla+Ax) —g(z)
A0 Ay Ax '

Eftersom Ay — 0 da Az — 0, sa far vi att ovanstaende blir

( i W+ AY) —f(y)) . ( iy 9@+ A7) —g(x)) _

Ay—0 Ay Az—0 Ax

Vi kédnner nu igen delarna som definitioner pa derivator och vi har helt enkelt

Vi ar nu klara med beviset. O

Kvotregeln beskriver hur man berdknar derivatan av en kvot och ges av sambandet

D {f(m)] _ /(@) -g(@) — f2)g'(z)
9(x) (9(x))”

Exempel 3.76. Berdkna derivatan av f(x) = x?/sinz.
Losningsforslag: Lat g(x) = 22 och 1at h(z) = sinz. DA #r

) = g'(z) - h(z) —g(x)h'(z) 2z-sinz— x? cosz
) (h(x))* sin® x

*
Man kan hirleda kvotregeln fran produktregeln och kedjeregeln, men vi utelimnar det beviset.

3.7.4 Ar derivatan alltid definierad?

Lat oss studera derivatans definition igen. Det géller alltsa att

h—0 h

Vad som ér viktigt att forsta ar att talet h kan vara bade negativt och positivt. Det innebér
att  + h bade kan vara mindre &n eller storre dn z. For att derivatan ska vara definierad maste
alltsa limy,_q W vara samma tal oavsett om vi "kommer fran héger” (om h dr positivt)
eller om vi "kommer fran vénster” (om h dr negativt). Att det inte spelar nagon roll fran vilket
hall vi kommer géller fér vara vanliga funktionstyper; polynom, rationella funktioner, exponen-
tialfunktioner, logaritmfunktioner och trigonometriska funktioner, men det visar sig att det finns
elementira funktioner dir derivatan &r odefinierad.

Ett klassiskt exempel ér funktionen f(z) = |z|, se Figur Funktionen kan skrivas som

f(m):{g(x):romxzo
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Figur 51: Funktionen f(x) = |z|.

Derivatan av funktionen g(x) &r 1 medan derivatan av funktionen h(x) & —1. Detta innebér
faktiskt att derivatan inte &dr definierad i punkten 0. Lat oss se varfor. Antag forst att h &r ett
positivt tal. Vi far da

o JO+R) = FO) o g
N A Ut

Om vi istéllet antar att h &r ett negativt tal sa far vi

_ fO+h)—fO) _ .. o _ s _
N A
eftersom f(h) = —h da h dr negativt.

Det géller alltsa att funktionen f(z) saknar derivata i punkten 0. Observera att limp o1 =1
och att limy_,g —1 = —1 eftersom vénsterleden inte alls beror av h.

3.7.5 Tillimpning av derivata fér att bestimma min- och maxpunkter

Vi séger att en funktion f(z) har ett lokalt minimum i punkten (a, f(a)) om funktionsvirdena
precis intill punkten a r storre dn f(a). P4 samma sétt har f(z) ett lokalt maximum i punkten
(a, f(a)) om funktionsvirderna precis intill punkten a &r mindre &n f(a). Punkter som &r lokala
maxima eller minima kallas for extrempunkter.

Om derivatan till en funktion &r definierad sa &r den noll i punkter dér lokalt minimum eller
maximum finns. Man kan inse att detta genom att minnas definitionen av derivatan av en funktion
i en punkt som lutningen pa tangenten pa funktionens graf i samma punkt. Att ha lutning noll
dr detsamma som att vara parallell med x-axeln, se Figur vilket ju &r fallet i en extrempunkt.
Alltsa maste derivatan vara lika med noll i den punkten. Vi har alltsa foljande sats.

Sats 11. Lat f(x) vara en kontinuerlig funktion vars derivata dr definierad dverallt. Om (a, f(a))
@r en lokal extrempunkt sa dr f'(a) = 0.

Exempel 3.77. Funktionen f(x) = 16 — 2% har ett mazimum for x = 0 och mycket riktigt sd dr

£1(0) = 0.

Vi har nu sett hur man kan anvénda derivatan for att bestdmma lokala extrempunkter. For att
kunna bestimma karaktéren pa extrempunkterna kan vi anvinda oss av andraderivatan, f”(z),
definierad som derivatan av f’(x). Du kanske minns sedan gymnasiet att en negativ andraderivata
innebér att extrempunkten du hittat dr ett lokalt maximum och pa motsvarande sétt att en positiv
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Figur 52: Grafen till funktionen f(z) = x3+22%+1. Derivatan f’(z) ér lika med 322 +4x = (3z+4)-x
och har nollstéllen i x = 0 och i z = —4/3. I punkten = = 0 har funktionen en lokal minimipunkt
och i punkten = —4/3 antar f ett lokalt maxima. Tangenterna i dessa punkter dr utritade med
streckade linjer.

andraderivata innebér ett lokalt minimum. Genom nagra exempel och tolkningen av derivata som
grafens lutning inser vi varfor det forhaller sig sa.

Lat oss forst betrakta andragradspolynomet f(x) = x* som harnollstille i punkten = = 0.
Grafen till f(z) dr som du redan kénner till en parabel med minimum i = 0. Funktionsgraferna

till f(z), f'(z) och f”(z) aterfinns i figurerna[53] [54] och

101
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Figur 54: Grafen till y = 2z.

Vi ser hur derivatan, vars kurva &r en rét linje, antar virden som motsvaras av lutningen
pa kurvan till f(x). Derivatan f’(z) &dr negativ fram till x = 0 dér f'(x) = 0 och dérefter &r
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Figur 55: Grafen till y = 2.

den positiv. Sjialva kurvan till derivatan har alltsa alltid positiv lutning lika med tva, och dérfor
dr andraderivatan konstant och positiv, f”(x) = 2. Det hir dr forstas inte unikt for f(z) = 22
utan samma omsténdigheter rader i en omgivning f6r varje lokalt minimum f6r alla funktioner
som har andraderivata. Om det istéllet ror sig om ett lokalt maximum sa &r funktionskurvans
lutning positiv en bit ifran och fram till extrempunkten och negativ en bit dédrefter. Det innebér
att derivatan alltid kommer ha negativ lutning i denna omgivning och ga fran positiva vérden till
negativa - dvs andraderivatan dr negativ i extrempunkten samt i en omgivning till denna.

Vi gar vidare till ett tredjegradspolynom. Lat oss konstruera ett polynom med nollstédllen i
x=1,2 =2 och x = 3, det gor vi genom att definiera

g(x) = (x —1)(x — 2)(x — 3) = 2> — 62% + 112 — 6.

Derivering ger nu
g (z) = 32% — 122 + 11 och ¢"(z) = 6z — 12.

Funktionsgraderna till g(x), ¢’(z) och ¢”(z) aterfinns i Figurerna och

3k

Figur 56: Grafen till funktionen g(z) = (z — 1)(x — 2)(z — 3) = 2% — 622 + 11z — 6.

10 -

. . .
1 2 3 4

Figur 57: Grafen till funktionen ¢'(z) = 322 — 122 + 11..
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Figur 58: Grafen till funktionen ¢’ (z) = 6z — 12.

Pa grund av hur vi konstruerade var funktion sa kommer g(z) att skéira z-axeln i punkterna
x =1,z =2 och x = 3 vilket vi ser i graferna ovan. Vi ser att det lokala maximumet i intervallet
1 < x < 2 motsvarar negativa virden pa andraderivatan. I punkten z = 2 dr ¢’(z) = 0 och
dérefter 4r andraderivatan positiv vilket alltsa hinger ihop med det lokala minimumet i intervallet
2 < x < 3. 1 den punkt déir andraderivatan viixlar tecken, dvs da x = 2, har g(x) en sa kallad
inflexionspunkt. Vi siger dven att f(x) dr konkav da f”(z) < 0 och konver da f”(x) > 0. Saledes
kan man séiga att att en inflexionspunkt &r punkten da en kurva gar fran att vara konvex till konkav
(eller tvéirtom). Vi har alltsa med hjilp av ovanstaende exempel insett foljande.

Sats 12. Lat a vara en extrempunkt till en funktion f(x). Om f"(a) < 0 sa dr (a, f(a)) ett lokalt
mazimum och om f"(a) > 0 sa dr (a, f(a)) ett lokalt minimum.

Exempel 3.78. Bestim alla extrempunkter, deras typ, och funktionsvirdet i dessa for funktionen
f(z) =22% — 322 — 122 + 5.

Losningsforslag: Eftersom f(x) ér ett polynom sa dr derivatan definierad dverallt. Vi berdknar att
f'(z) = 622 — 62 — 12, s& 16sningarna till f'(z) = 0 #r = 2 och x = —1. Detta blir vara potentiella
extrempunkter, eftersom f(x) inte har nagra punkter déir derivatan saknas.
Vi beriiknar sedan f”(x) = 122 — 6 och vi far att f”(—1) = —18 < 0, sd * = —1 &r en lokal
maximipunkt. Vidare sa dr f”(2) =18 > 0 och x = 2 dr da ett lokalt minimum.
Sammanfattningsvis har vi da att * = —1 &r ett lokalt maximum, och = = 2 &r ett lokalt
minimum. Funktionsvirdena i dessa punkter dr f(—1) = 12 resp. f(2) = —15. *

3.7.6 Tillimpning av derivata vid grafritning

Vi ska nu anvinda teori som vi gatt igenom for derivator for att skissera grafen till en funktion

f(z).
Betrakta
f(z) =2% -3z +2

och dess derivata som ges av
fl(x) =322 =3 =3(2*-1).

Nollstéllena till derivatan &r som synes £y = 1 och 22 = —1. Andraderivatan ges av
' (z) = 6x

och om vi stoppar in punkterna x; = 1 och 25 = —1 sa fas att f/(1) > 0 samt f”(—1) < 0 sa
x1 = 1 ar ett lokalt minimum och zo = —1 ar ett lokalt maximum. Vi har en inflexionspunkt i
xz=0.
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Lat oss gora ett fullstandigt studium av grafen till f(z) = 2® — 3z +2. For att gora det behover
vi veta var f har sina nollstillen. Genom att soka efter rationella rotter finner vi att x = 1 &r en
rot. Genom polynomdivision far vi f(z) = (x — 1) - (22 + z — 2).

Med hjélp av kvadratkomplettering finner vi att rétterna till 22 + 2 — 2 = 0 ér lika med 2; = 1
och o = —2. For att kunna skissera grafen behover vi kunna séiga nagot om hur f(z) beter sig
niir z blir stort. Den dominerande termen i f(z) dr 2 och den viixer snabbt mot oéndligheten da
x gar mot odndligheten. Motsvarande giller for negativa viarden pa x, dvs da x — —oo sa kommer
f(z) = —o0.

Lat oss skriva ned allt vi vet om f(z) i ett teckenschema pa samma sétt som vi gjort i tidigare
avsnitt. Vi anger inget exakt véirde for f'(x) och f”(x), det ricker med att ange om vérdet &r
positivt eller negativt, gar mot odndligheten eller &r lika med noll. Vi skriver det som +, —, 0o, —00
eller 0.

T —00 | =2 | —-1]0]|1]o0
f(z) | —oo | O 4 12|10 |o0
flx) | co | + | 0 | —]0 |0
') | =0 | — | = | 0|+ |

Vi ser nu i teckentabellen att andraderivatan &r negativ pa intervallet —oo < x < 0 och
saledes #r f(z) konkav pa intervallet —oco < x < 0 och extrempunkten i = —1 &r ett maximum.
I intervallet 0 < z < oo dr andraderivatan positiv och f(x) ér alltsa konvex. Det betyder att
extrempunkten i © = 1 dr ett minimum. I z = 0 har f(z) en inflextionspunkt.

I Figur [59| skisserar vi nu grafen genom att anvinda all information som vi samlat i tabellen.

— at

Figur 59: Skiss av grafen y = 2% — 3z + 2.

Exempel 3.79. Ldt h(x) = 23 + 32 — 242 + 20. Bestim samtliga losningar till ekvationen h(z) = 0
samt lokala extrempunkter och deras karaktir. Ange vilka intervall som h(zx) dr konkav respektive
konvex pa och bestim samtliga inflextionspunkter. Skissera slutligen grafen till kurvan y = h(z).

Lésningsforslag:

Losningar till ekvationen fas genom att se att £ = 1 &r en rot sa vi dividerar bort faktorn
(x —1). Sedan 16ser vi den kvarvarande andragradsekvationen 22 + 4z — 20 = 0 och far att de tre
nollstéllen &r z; = 1, 25 = —2 + 2v/6 och x5 = —2 — 2v/6. Derivatan ges av

B (z) = 32% 4+ 62 — 24 = 3(z — 2)(x + 4)
och denna har nollstéillena 2] = 2 och x5, = —4. Andraderivatan ges av
B (x) = 6x + 6,

vilket &r positiv da « > —1 och negativ da x < —1. Funktionen &r alltsa konvex da = > —1 och
konkav da < —1. I punkten x = —1 har h(z) en inflektionspunkt.
Nar x gar mot +oo gor h(z) det ocksa. Vi sammanstéller allt vi vet i en tabell:
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x —o0 | —2-2v6 | 4| -1]1] 2 | —242V6 | o0
h(z) | —o0 0 100 | 46 [ 0 | -8 0 0
h'(x) | oo + 0| —|—-1]0 + )
h'(z) | —o0 - - 0 [+ | + + 00

Vi kan nu skissa grafen till kurvan y = h(x), se Figur

— 100
P
//
/ 80
// 60
/
/
/ 40 -
/ /
/ /
/ 20% /
/"’ /
/
/ . . . . .
/ -6 -4 -2 ~_ 2 4

Figur 60: Grafen till kurvan y = 23 + 322 — 24x + 20.
*

Sammanfattningsvis behover vi alltsa ta reda pa foljande for att kunna skissera en funktionsgraf
dér derivatan dr definierad Gverallt:

1. Vilka &r funktionens nollstéllen?
2. Vilka &r funktionens extrempunkter (derivatans nollstéllen)?

3. Vilken karaktér har extrempunkterna - lokala maxima eller minima? (avgors av andraderi-
vatans tecken i punkterna)

4. Hur beter sig funktionen for stora ingangsvirden?

3.7.7 Maximum och minimum av en funktion pa ett intervall

Vi ska nu avsluta med att ga igenom hur man kan bestidmma storsta och minsta virde av en
funktion pa ett intervall och vi tillater nu dven att derivatan inte nodvindigtvis dr definierad
overallt.

Om man vill finna maximum (minimum) av en funktion f(x) pa ett intervall [a, b] sd kan man
gora pa foljande sétt.

1. Derivera f(z) och bestdm alla punkter inom [a, b] dir f'(z) = 0. Berdkna funktionsvérdet i
dessa.

2. Beridkna funktionens vérde i eventuella punkter dir derivatan inte &r definierad.
3. Berikna funktionens vérde i &ndpunkterna.

4. Funktionens maximum (minimum) &r det storsta (minsta) viirdet av alla funktionsvirden du
beréknat.

Exempel 3.80. Bestim alla extrempunkter, deras typ, och funktionsvirdet i dessa for funktionen
f(z) = 22% — 322 — 122 + 5 pd intervallet [—3,1].

Losningsforslag: Fran exempel vet vi att derivatan till f(x) dr noll i = 2 och x = —1 och att
f(2) = =15 samt f(—1) = 12. Det forsta viirdet ingar dock inte i vart intervall. Lat oss ta reda pa
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funktionsvirderna i &ndpunkterna. Vi far f(—3) = —40 och f(1) =2 -3 — 12+ 5 = —8. Det foljer
att funktionens maximala virde dr f(—1) = 12 och att dess minimala vérde &r f(—3) = —40. %

Lat oss nu titta pa ett litet svarare exempel.

Exempel 3.81. Finn stérsta och minsta virde som funktionen f(z) = —a2 + |z| + 2 antar pd
intervallet [—2,1/4].

Lésningsforslag: Eftersom vi har ett absolutbelopp med sa dr derivatan inte definierad i = 0. Lat
oss dela upp funktionen i tva delar, dér bada delarna &r polynom.
Funktionen kan skrivas som

g(x)=—-22+zx+20max >0
flz) = )
h(z)=—2*—z+2om z <0.

Derivatan av g(x) d&r —2z + 1. Om vi sdtter detta uttryck till noll far vi z = 1/2. Denna punkt
ligger dock inte i det intervall dir f(x) &r definierad.

For funktionen h(x) har vi h'(z) = —2x — 1 och vi far x = —1/2 som 16sning till A'(x) = 0.

Vi har alltsé fyra punkter som kandidater till min- och maxpunkter; punkten dér derivatan

ar odefinierad (z = 0), punkten dér derivatan #r noll (x = —1/2) samt intervallets dndpunkter
(r =—2och z =1/4).
Vi far

flo)y=2, f(-1/2)=9/4, f(-2)=0 och f(1/4)=35/16.

Eftersom 9/4 = 36/16 sa ar f(—1/2) > f(1/4). Alltsa ar funktionens storsta virde 9/4 och
funktionens minsta véirde &r 0. Funktionen illustreras i Figur *

-20 -15 -1.0 -05 H 0.5

3=

Figur 61: Funktionen f(x) = —a2 + |#| + 2 pa intervallet [—2,1/4].
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Ovningar

1

2.

3.8
For

. Bestédm derivatan av 2° 4+ % + 322 — 2 4 27!
Bestdm derivatan av sin 2x + cos 2.
Bestim derivatan av sin® x + cos? . Forklara resultatet.
Bestam f/(0) da
(a) f(x) =22+ 2zcosz

(0) f(z) = e
(©) f@)= (2 + 47

Finn minsta och storsta virde som foljande funktioner antar i intervallet [—10, 10]:

(a) 10 — 2z — 22
(b) |z — 2| + 22 — 4w

Bestém tangentens ekvation till kurvan f(z) = 223 — z + 1 i punkten (2, 15).

Bestim lokala extrempunkter till f(x) = 223 — 1522 4+ 242 — 1 och avgér med hjilp av
andraderivatan vilka som &r lokala maxima respektive minima.

Bestém z-koordinaten till de lokala extrempunkterna hos g(x) = 2® — 622 + 11z — 6.

Integraler

att uppskatta en area A i planet som begrinsas av en positiv graf och ett intervall [a, b] pa

z-axeln kan vi ta hjélp av inskrivna och omskrivna rektanglar. Dessa rektanglar brukar kallas for
ovre och undre rektanglar, se Figur

/  a AX b

Figur 62: Ovre och undre rektanglar till funktionen f(z) = x° — 42> + 3z + 7.

Lat f vara en funktion som &dr begrinsad i intervallet [a,b]. Detta betyder att f(z) < oo for

alla

x € |a,b]. Till exempel é&r alla polynom begrinsade i [a, b] oavsett virde pa a och b.

Lat oss nu dela upp intervallet [a,b] i n stycken delar. Indelningen kan till exempel skrivas

a =

To < X1 < X9 < -+ < xp = b, sa att x; dr den hogra dndpunkten i det i:te intervallet fran

vénster ridknat. Vi far da att det ite intervallet ges av [x;_1, ;] och har lingden z; — ;1 = Ax;.

Exempel 3.82. Om vi delar upp intervallet [1,2] i fem lika stora delar far vi

ro=1, x1=12 a9=14, x3=16, x24=18 och x5=2.
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Beteckna det storsta funktionsvirdet i intervallet [z;_1,x;] med M; och det minsta funktions-
vardet i samma intervall med m;. Da kommer den &vre rektangeln i det i:te intervallet att ha arean
M; - Ax; och den undre rektangeln i samma intervall att ha arean m; - Ax;.

Vi erhaller den sa kallade dversumman och undersumman som

n n
Sp = Z M;Az; respektive s, = Z m; Ax;.

=1 i=1

Exempel 3.83. Lit f(z) = 2. Berdkna undersumman respektive éversumman pd intervallet [1,2]
dan=2.

Losningsforslag: Vi noterar forst att f(z) dr vixande pa intervallet [1,2]. Eftersom n = 2 ska vi
dela upp intervallet i tva delar, ndmligen [1,3/2] och [3/2,2]. Det stérsta virdet pa funktionen i
intervallet [1,3/2] &r f(3/2) = 9/4, alltsa d&r M; = 9/4. Det minsta virdet i samma intervall &r
f(1) =1, alltsa dr my = 1. Det storsta virdet pa f i intervallet [3/2,2] dr f(2) = 4, sa My =4 och
det minsta viirdet &dr f(3/2) = 9/4, s& mg = 9/4. Béigge tva intervallen har lingden 1/2, sa

1 1 9/4+4 25
SQZM1'§—|—M2-§: / =

2 8

och

*

Den sokta arean under funktionskurvan ligger givetvis mellan dessa tva areor. Areorna s, och
S, ndrmar sig varandra da indelningen blir finare och finare, alltséd da antalet delintervall gar mot
odndligheten. Vi séger att f &r integrerbar om s, och S,, gar mot samma tal da n — oo, och detta
tal kallas for integralen av f.

Integralen av f(x) i intervallet [a, b] betecknas

/a " () da.

I inledningen av detta kapitel antog vi att grafen till funktionen lag ovanfér x-axeln, men
intergraldefinitionen som arean mellan grafen och x-axeln giller &nda, om vi tillater negativa areor.

Exempel 3.84. Integralen av f(x) = x pa intervallet [—1,1] dr noll eftersom den dr summan av
den negativa arean mellan —1 och 0 och den positiva arean mellan 0 och 1, se Figur[63

10f

_10F

Figur 63: Integralen av f(x) = x mellan —1 och 1 &r noll eftersom areorna Al och A2 &r lika stora
(1-1/2 =1/2) men har ombytta tecken.

110



De flesta funktioner du hittills har stott pa ér integrerbara. I allménhet géller att alla kontinu-
erliga funktioner &r integrerbara.

Anmiirkning 1. Observera logiken i pastaendet "Alla kontinuerliga funktioner dr integrerbara”. Det
innebdr att kontinuerlig dr ett tillrickligt villkor for att en funktion f(x) ska vara integrerbar, men
inte nagot nodvindigt sadant! Det finns funktioner som inte dr kontinuerliga men som dnda dr
integrerbara.

3.8.1 Berikning av integraler
Vi borjar med en definition.

Definition 6. Om f och F dr tva funktioner sadana att F'(x) = f(z) for alla x i ett intervall I sa
kallas F for en primitiv funktion till f i intervallet I.

Exempel 3.85. Ldt f(x) = 2%. Dd dr 2®/3 en primitiv funktion till f eftersom F'(z) = 3-22/3 = 22.
Aven 23 /3 + 1 dr en primitiv funktion till f eftersom ettan forsvinner vid derivering.

Som exemplet antyder sa finns det odndligt manga primitiva funktioner till en funktion f
definierad pa ett icke-tomt intervall I. Mer precist — om F'(z) dr en primitiv funktion sa &r dven
F(x) + C en primitiv funktion, dir C &r en godtycklig konstant.

Vid berdkning av integraler anvander vi oss av integralkalkylens huvudsats, vars bevis gas igenom
i den inledande analyskursen pa hogskolan.

Sats 13. Om [ dr en kontinuerlig funktion i intervallet [a,b] och om F dr en godtycklig primitiv
funktion till f i [a,b] sa gdller det att

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Observera att detta resultat blir detsamma vilken primitiv funktion man #n véljer eftersom
eventuella konstanttermer forsvinner vid subtraktionen. Lat till exempel F' 4+ C' vara en annan
primitiv funktion till f. Da ar

/ F@)dz = F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a).

Exempel 3.86. Lat oss verifera att integralen av f(x) = x pa intervallet [—1,1] fran Exempel
verkligen blir noll. F(z) = x?/2 dr en primitiv till f(x) = x och alltsd gdller det att

/1 rdr=1%/2 - (-1)?/2=1/2-1/2=0.

Funktionsuttrycket f(z) som star under integraltecknet kallas for integrand. Ibland skriver man
[ f(z) dz utan integrationsgréinser. Man menar da en godtycklig primitiv funktion till f(z).
3.8.2 Nagra integrationsregler
Lat D beteckna derivatan. Da kan vi fran derivationsreglerna
D(f+g)=Df+ Dg och D(kf)=kDf

hirleda foljande regler for integraler:

/(f—i—g)dx:/fdx—i—/gdx och /kfdm:k/fdx (3.8.1)

dér k dr en konstant. Man kan alltsa integrera termvis och flytta ut konstanter for att gora det
lite enklare for sig. Nedan ges primitiva funktioner till nagra vanligt féorekommande funktioner.
Observera att man till var och en av de primitiva funktionerna kan addera en konstant.
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funktion primitiv
sinx —cosx+C
Ccos T sinxz + C
e’ e’ +C
x! In|z| 4+ C
z° 472"+ 0, a# -1

For att underléitta berdkningar av integraler har man infort en mellanstegsnotation; man skriver

b
/ f(2)dz = [F(2)]", = F(b) - F(a),

dér F(z) &r en primitiv till f(x).
Exempel 3.87. Berdkna

1
/xde och/ 2% dx.
0

Losningsforslag: Uttrycket %3 + C dr en primitv till 2. Alltsa #r
3
/ 2?de = % +C.

For att 1osa den andra delen av uppgiften anvinder vi mellanstegsnotation ovan.

1 371 3 3
/xde: r :1——0—:1.
0 31, 3 3 3
*

Man kan enkelt testa om man funnit riatt primitiv funktion genom att derivera den — da ska
man fa tillbaka sin ursprungliga funktion.

Exempel 3.88. Bestim
/x3 +32% + 1dx

och kontrollera berdkningen.

Losningsforslag: Vi anvander rdkneregeln i och far
/m3+3x2+ldx:/z3dx+/3z2dx+/1dz:z4/4+x3+x+0.

Vi testar att vi verkligen har fatt fram en primitiv genom att derivera resultatet. Vi far
Dz*/4+ 2% + 24+ C) =23 + 322 +1,

vilket &r precis vad vi ville ha.

Exempel 3.89. Berdkna

In 2
/ 3e” dux.
In1l
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Losningsforslag:

In2
/ 3e’dx =3 [e”ﬂgf =3(eM? — e,
1

nl

Eftersom e och Inz dr inverser till varandra har vi 2 = 2 och e®! = 1. Vi far alltsa

3(em?—em)y=32-1)=3.

*

Exempel 3.90. Berdkna

w/2
/ (2sinz + cosz) dz.
0
Losningsforslag:
/2
/ (2sinz+cosz) dx = [-2cosz + sin x]g/z = —2cos(m/2)+sin(r/2)+2-cos 0—sin 0 = 0+1+240 = 3.
0

*

Exempel 3.91. Berdkna en primitiv till sin x + cos 2.

Losningsférslag: Termen cos 2 ér en konstant och en primitiv blir darfér — cosx + x cos 2. *

Integraler &r alltsa en slags antiderivator, men de dr normalt mycket svarare att berdkna. Det
finns exempel pa integraler som inte har primitiver som kan uttryckas med elementira funktioner.
Ett vanligt exempel &r e

Kuriosa 10. Att hitta en primitiv till e~ dr alltsd omdjligt om vi begrdinsar oss till de elemen-
tira funktionerna. Men det visar sig att for integrationsgrinserna —oo och oo (definitionen av
integrationsgrinserna —oo och oo ryms normalt inom grundkurser i matematik pa hdgskolan) dr
integralen majlig att bestimmal! Det gdller faktiskt att ffooo e dx = /7. Resultaten kommer som
en naturlig foljdsats fran en sats i matematisk statistik.

Om vi ska hitta en primitiv till €?* si duger inte e2® eftersom D[e?*] = 2¢2*. Vi méaste kompense-
ra for tvaan och provar €27 /2. Derivatan av denna funktion &ir €2, och alltsé ir [ e** dz = e2* /2+C.

Pa samma sitt har vi .
/sin5xdx = % + C.
och
/662”” dx = 3¢%* 4 C.

I enklare fall som ovan gar det bra att anvdnda magkénslan och prova sig fram. Eftersom man
kan derivera sitt svar gar det enkelt att kontrollera att man tédnkt ratt. Men om funktionen &r
mer komplicerad maste man vara lite mer systematisk. Hur man da gar tillviiga visas pa inledande
analyskurser pa hogskolan.
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3.8.3 Att bestimma areor med hjilp av integraler

Vi inledde studiet av integraler genom en areaberdkning och ska nu visa hur man kan 16sa en till
synes komplicerad areaberiikning med just integralkalkyl.

Exempel 3.92. Bestim arean A av omradet i forsta kvadranten som ligger mellan kurvorna y =
2y = m% och linjen y = 4.

Losningsforslag: Om man skisserar graferna ar det ldttare att se hur vi ska integrera. Repetera
slutet pa foregaende avsnitt om du behdver paminna dig om hur man skisserar kurvor.

05 1.0 L5 2.0 25 3.0
Figur 64: Omradet som vi soker arean av.
Vi borjar med att ta reda pa skdrningspunkten mellan kurvan y = 9712 och y = 4 samt den mellan

y = 2% och y = 4. Dessa #r (1/2,4) respektive (2,4). Dirfor berdiknar vi arean R av rektangeln
med grinserna 1/2 < x <2 och 0 <y <4, vilken &r lika med 6 areaenheter, se Figur

8

©
T

0 I L L I L )
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figur 65: Omradet som ligger mellan linjen y = 4, x-axeln samt linjerna @ = 1/2 och x = 2 .
Vi ska nu beriikna arean av omradet som ligger mellan kurvan y = m% och x-axeln samt de réita

linjerna = 1/2 och z = 1, se Figur |66| pa intervaller [%, 1].
Skérningspunkten mellan y = %2 och y = 2?2 4r (1,1). Alltsa ska vi nu integrera ?12 i intervallet

[1/2,1]. Vi far da
[1:/11;2 dx = [—T — (1) - (-2 =1

x
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0 L L L L L ,
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figur 66: Omradet som ligger mellan kurvan y = ;—2 och x-axeln samt de rita linjerna z = 1/2 och

- 1
x =1 och vars area ér lika med |, ;12 dx areaenheter.
2

8

0 L L L I L )
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figur 67: Omradet som ligger mellan kurvan y = 22 och x-axeln samt de riita linjerna x = 1 och
. . 2 2
x = 2 och vars area ar lika med fl x* dx areaenheter.

Slutligen beriknar vi arean av omradet som ligger mellan kurvan y = 22 och x-axeln samt de
rita linjerna « = 1 och = = 2 pa intervaller [1,2], se Figur [67]
Denna ges av

2 372 3 3
z 93 13 8-1 7T
I: 2d:— = — - — = — = —
2 /lx v [3}1 33 3 3

Sammantaget kan vi nu alltsa berikna A genom

7 8
A=R-I—L=6-1-+="2,
R—-1,-1I,=6 3=73

Ovningar

1. Bestédm alla primitiva funktioner till

2. Beridkna integralerna
(a) 01 22 +3dz
(b) f0_2 e —edzx
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(c) ff 232 dx

3. Berikna arean som begriinsas av kurvorna y = 22 och y = x.
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4 Facit till 6vningarna

Kapitel I
[Avsnitt 1.2

4 —(a—b—(a+b)+(a+b)=a+3b

5. (a+b)(c+d)—cla+b) = (a+b)d

6. (a+b)*=(a+b)(a+b)(a+b)=(a®+2ab+b*)(a+b) =a’+ 3a®b+ 3ab® + b>.
7. (22)2 =227 (23)2 =82 = 64 £ 2% = 2% = 512

8. k=15, r =2, det vill sdga 107 =15-7+ 2.

9. 293 —10-17 =123, 123 — 7- 17 = 4. Resten ar alltsa 4.
10. -

11. -

3. 40(=4-2-5)

4. 661 &r ett primtal, medan 133 = 19 -7 och 85 = 5-17. Det foljer att 133 har de positiva
delarna 1,7,19 och 133 och att 85 har de positiva delarna 1,5,17 och 85, d.v.s. fyra var.

6. 5

7. Om 8y, Sn_1,...,51, 8¢ ar sifforna i talet ¢ kan vi skriva det som s,, - 10" + 5,110 1 4. .. 57 -
10 + sg. Eftersom 10 =3 1 sa &r 10™ =3 1™ = 1 och alltsa lamnar talet ¢ och dess siffersumma
samma, rest vid division med tre.

IAvsnitt 1.5
1. 1000104
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2. 13

1. 41/42

2. —20/3

3. 5/2

4. Ja, de ar lika.

41

5. o7

(a)

(b) -9
(©) —55
@ 2
[Avsnitt 1.7
1. 64

2.2

3.8

4. 28/3

5. 27

6. 2212

7. 9-53/24
Avsnitt 1.8
1. 5+3i

2. 4+4

6. Re(z) = —2,Im(z) = 2.
Avsnitt 1.9
1. 999996

2. (a) z

(
(b) 3=
(¢c) =5—=x

3. 25
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[Kapitel 2|

[Avsnitt 2.7]

1 (a) —% 43
(b) z=1z=-2
(¢c) z=3z=—4

2. a=8/7,b=2/T.
3.0 =—-1/2,y=11/2.
4. a=17/4 och b= 3/4.

1. (a) Kvot: z + 2, rest: 3.
(b) Kvot: 3z + 2, rest: —14x + 1.
(c) Kvot: 322 + 11z + 31, rest: 105z + 38.
(d) Kvot: z + 1, rest: 0.
) Kvot: @ — 5, rest: 1722 + 172 + 17.
)

Kvot: 0, rest:z.

2. Sant eftersom p(2) = 0.

3. 2 42?2 - 22— 2= (z+1)(z — V2)(x +V/?2), rotterna &r saledes —1,v/2 och —+/2.
4. Saknar heltalslosningar.

5. k = —4 med kvoten z2 — 2z + 8 eller k£ = 2 med kvoten 2 — 2z + 2.

N[=

6. x =
7.1,2,3,4,5
[Avsnitt 2.3]
1. 7!=5040
2. s = 34650
3.5-4-3=60
4. (3) =84
5. (a) 35
(b) 66
6. Koefficienten framfor 29 #r noll och koefficienten framfor 20 #r (340).
7. Summan blir 1, 2, 4, 8, 16, 32,... Sambandet &r att summan n i rad ¢ #r 271,
8. Ledning: V&lj x = y = 1 i binomialsatsen.
[Avsnitt 2.4
1. x =9/4.
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2. Finns inga l6sningar.
3. x=2o0ch x=6.

4. (a) Ja, alla tal stérre &n 1 dr ocksa storre &n 0.
(b) Nej, « kan vara ett tal som &r storre &n 0, men mindre #n 1, t.ex 1/2.

(c) Ja, produkten av tva tal som &r positiva eller noll garanterar att produkten av dem
ocksa dr positivt eller 0.

(d) Ja.
[Kapitel 3|
[Avsnitt 3.7]
1. (a) {1,2,4,5,6,10,100,101}
(b) {2,6,10}
(c) {1,4,100}
2. Ja. Varje rationellt tal kan skrivas pa formen a/b, dir a och b dr heltal och dér b dr nollskilt.

Avsnitt 3.2

1. Virdemingden &r {a,b} och funktionen dr inte injektiv eftersom det finns tva element som
avbildas pa a.

2. Funktionen f &r bade injektiv och surjektiv, eftersom varje element i Z "triffas” precis en
gang.

3. g(a) = a®. Funktionen g ir inte injektiv, t.ex. ir g(—1) = g(1). Funktionen #r inte heller
surjektiv, t.ex. finns inget a sa att g(a) = —1.

Avsnitt 3.3

1. (a) Sétt f(z) = 1 — z. Da blir méngden av alla punkter (z,y) av reella tal som uppfyller
x 4+ y =1 lika med grafen till f(x).

(b) Eftersom bade (1/v/2,1/v/2) och (1/v/2,—1/v/2) ligger i miingden maste det gilla att
f(1/v/2) =1/+/2 och att f(1/v/2) = —1/4/2. Men da ir inte f nagon funktion och allsa
kan inte punktméngden vara grafen till nagon funktion.

(c) Eftersom bade (1,1) och (1,—1) ligger i méngden maste det gilla att f(1) = 1 och att
f(1) = —1. Men da &r inte f nagon funktion och allsa kan inte punktméngden vara
grafen till nagon funktion.

2. Dessa grafer ska ritas: y = 22, y = (z — 1)?, y = 2% + 1 och y = (—2)%(= 2?).

3. Se Figur [68

4. f~Y(z) = x/2. Definitionsméngden, virdemiingden och malméngden ir R.

5. f~1(x) = (z — 5)/3. Definitionsméngden, virdemingden och malméngden ir R.
6. y=u1x/2+11/2.

7. y=10x/9 +25/3
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Figur 68:

10. A =1In2/T.

11.

12.

13
14

()

-1 | 1 2 3

Grafen till f(z) =22 +2r dd 2 <1och 2z + 1 da = > 1.

T :2,$2:5.

. 65/24

. Genom att sitta * = —1 far vi ekvationen y? = —1 +4 — 1 = 2, vilket ger att (—1,/2),
(—1, —+/2 #r punkter pa kurvan. Genom att sitta x = 3 far vi ekvationen y? = 27—12—1 = 14,

vilket ger att (3,v/14), (3, —v/14 &r punkter pa kurvan.

Avsnitt 3.4

1.

2. Skiirningspunkterna #r (—3/2 — v/21/2,4 + 1/21) och (=3/2 + v/21/2,4 — v/21). For = <

(a)

x> =T

(b) z < —3ellerz > 1
(c) x >2eller z = —2.

—3/2 —V/21/2 eller x > —3/2 + 1/21/2 giller att f(z) > g(z).

IAvsnitt 3.5
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5. £45° +n - 360°, £135° + n - 360°

6. Perioden &r 1080°, amplituden &r 5 och fasforskjutningen ar 45° at vénster.

2

8. x==xF+n 27 ochm:i%‘—i—n-%r, alternativt z = 7 +n - 3.
9. (a) V2(cosZ +isinT)

(b) V2(cos(—Z) + isin(—Z))

IAvsnitt 3.7

1. 5x4+4333—m—12+6sc

2. 2cos(2z) — 2sin(2x)

3. 0, vilket foljer direkt fran sambandet 1 = sin® z + cos® x.

4. (a) 2
(b) 1
(c) 5-410(=20-4%)
)
)

a) Minimum i 10, funktionsvirde —110, maximum i —1, funktionsvérde 11.

(
(b) Minimum i 2, funktionsviirde —4, maximum i —10, funktionsvéirde 152.
6. Tangentens ekvation ar y = 23z — 31.

7. (1,10) dr lokalt maximum och (4, —17) &r lokalt minimum.

8. xz%ochm:%.
[Avsnitt 3.8
1 (a) £ 4+2Z 40
(b) In(|z) f%JrC
(c) %—I—C
@ 222 12z 4C
(e) <G +C
2. (a) ¥
(b) =1+ % +2e
(C) 167 2 %

3. For att ta reda pa nir kurvorna skir varandra siitter vi x = 2, vilket satisfieras av oy = 0

och 25 = 1. D& x ligger mellan 0 och 1 si ligger kurvan y = z ovanfor kurvan y = 22, se

Figur [69]
Alltsa ska vi berdkna arean
A=1 - I,

déar
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Figur 69: Kurvan y = 22 och linjen y = x.

och

vilket ger
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