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INTRODUKTION

Forord

Detta material ar avsett att introducera matematik fér nya universitets- och hégskolestudenter och
ar skrivet som kurslitteratur till "Férberedande kurs i matematik”, som &ar en distanskurs utvecklad
av Stockholms universitet. Kursen riktar sig till blivande eller nya studenter i &mnet, men &ven till
de som vill f& en djupare bild av matematiken dn vad som ryms i gymnasiets kurser. Materialet
gar igenom till viss del grundldggande gymnasiematematik fran ett universitetsperspektiv, men
tar ocksd upp nya begrepp som kommer vara anvindbara fér framtida studier pa universitet eller
hogskola. Lasaren forvéntas ha kunskaper som minst motsvarar gymnasiets Matematik 3.

Innehéallet &r uppdelat i tre kapitel, som i sin tur ar indelade i avsnitt med tillhérande 6vningar
som ldsaren uppmanas att gora. Ovningarna &r ténkta att goras utan hjéilp av minirdknare eller
dator.

Kapitel [1] bestar till stor del av en presentation av olika typer av tal och regler for hur man
raknar med dem. Kapitlet utgar fran de positiva heltalen och motiverar en rad utvidgningar for
att till slut komma fram till de komplexa talen.

Kapitel [2| behandlar algebra och kombinatorik. Kapitlet innehaller d&ven en kort introduktion
till méngdléra och logik.

Kapitel [3] &r mer omfattande. Inledningsvis definierar vi funktionsbegreppet med hjilp av
begreppen fran méangdléran och ger en 6versikt av de vanligaste funktionerna. De trigonometriska
funktionerna ges en hel del utrymme. Vi anvinder dérefter teori om gréansvéarden for att definiera
derivata och ser hur dessa kan berdknas. Slutligen definieras integraler och i ett flertal exempel
berdknas integraler med hjélp av analysens huvudsats.

Vi uppmanar dig att ta god tid pa dig nér du ldser, eftersom matematisk text kan vara svar att
snabbt tillgodogora sig. Téank igenom det du laser. Troligen finns det delar som du inte helt forstar
vid forsta lasningen. Markera det du inte forstar och aterkom till det senare. Vi vill poéngtera
att det krdvs mycket 6vning att sjalv 16sa problem for att fa en god forstaelse for begrepp och
metoder.

Maénga personer har bidragit till utvecklingen av detta ldromaterial. Vi vill sdrskilt tacka
Tanja Bergkvist, Madeleine Leander och Elin Ottergren som skrivit material till de tidigare
upplagorna och som vi tagit inspiration av, samt tacka Emil Eriksson, Matilda Galmar, Lars
Lidvall, Kilian Liebe, Eva Nygren och Joel Persson som bistatt med hjélp infor lanseringen av
den sjunde upplagan.

Vid eventuella tryckfel, skicka gérna mail till per.alexandersson@math.su.se.

Stockholm, juni 2024
Forfattarna

Sjunde upplagan, forsta tryckningen, version 27 februari 2025, 08:17
Copyright © Stockholms universitet 2024
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Veckoplanering vii

Veckoplanering

Nedan ar ett forslag pa hur man kan planera sina studier om man ldser kursen pa helfart. Observera
att det finns mer material pa kursens hemsida.

VECKA ATT GORA

Vecka 1
Las Avsnitt Gor tillhérande problemsamlingar och slut-

prov.

Las texterna Att lisa matematisk text samt Liosa matematiska
problem. Las Avsnitt Gor tillhorande problemsamlingar
och slutprov.

Las Amett 8 Skriv och ldmna in l6sning pa Inldmning 1.

Léas Avsnitt 2 Komplettera Inldmning 1 om det behovs.

Reptera. Gor problemsamhngar och slutprov.

Lis Avsnitt

Reptera. Skriv och l&mna in 16sning pé Inldmning 2.

Las Avsnitt Gor problemsamlingar och slutprov.

Las Avsnitt Gor problemsamlingar och slutprov.
Las Avsnitt Gor problemsamlingar och slutprov.

Repetera. Jobba med Inlamning 3.

Vecka 2

Vecka 3

Vecka 4

Las Avsnitt
Las Avsnitt
Las Avsnitt

Gor problemsamlingar och slutprov.

Repetera.

Vecka 5

Vecka 6

Forbered infor tentamen. Glom inte att anméla dig i god tid.
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KAPITEL 1
TAL

Vi inleder med att studera olika typer av tal och hur de vanliga rdkneoperationerna fungerar for
dem.

1.1. Positiva heltal och naturliga tal

For att rakna antal anvander vi oss av de positiva heltalen: 1,2, 3,4 och sa vidare. De positiva
heltalen kan illustreras pa en tallinje. P& tallinjen motsvaras addition av ett tal med 1 av att
man “tar ett steg &t hoger” om talet. Och om vi adderar 2 till 6 4r det ”"tva steg &t hoger fran
6”7, vilket ger 8. I allménhet definierar vi addition av ett positivt heltal som vi kallar a med ett
annat, som vi kan kalla b, som att ga a steg till hoger pa tallinjen fran b.

Mingden av de positiva heltalen betecknas Z och det géller alltsa att

7, =1{1,2,3,4,...}.

Hér anvands klamrarna ”{” och ”}” anvénds for att omsluta de tal, sd kallade element, som finns
i en méngd. Punkterna ”...” anger att f6ljden fortsdtter enligt monstret till vanster, det vill sdga
att nésta tal &r ett storre dn det foregaende.

Vill man alltid kunna ange hur manga man har av nagot sa ar ju &ven talet noll nédvéandigt,
fér den hindelse att man ingenting har. Vi later de naturliga talen vara méangden

N=1{0,1,2,3,...}.
Eftersom alla tal som finns i Z; ocksa finns i N sa &r Z en delmdngd av N, vilket kan skrivas

Z, CN.

Figur 1: Borjan av tallinjen med de naturliga talen N.

Nar naturliga tal adderas far man alltid ett nytt naturligt tal. Man siger att de naturliga
talen ar slutna under addition. Notera att dven de positiva heltalen ar slutna under addition.
Multiplikation av tva naturliga tal definierar vi som upprepad addition enligt

a-b=b+-+b.
——

a stycken

Eftersom multiplikation ar upprepad addition och de naturliga talen &r slutna under addition,
foljer att de naturliga talen ocksé &r slutna under multiplikation.

Subtraktion av ett naturligt tal b fran ett annat naturligt tal a, definierar vi som det tal ¢
som man ska addera till b for att fa a. Om b &r 5 och a &r 7 sa blir ¢ lika med 2, ty 5+2=7. Vi
har alltsd kommit fram till att 7 — 5 = 2.
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P4 tallinjen motsvaras subtraktion av att vi "stegar at vénster”. Om vi férsoker subtrahera 5
fran 4 skulle vi alltsa ”starta pa position fyra och ga fem steg at véanster”. Men tallinjen med de
naturliga talen borjar vid noll sa nagot tal som motsvarar 4 — 5 finns inte med. De naturliga talen
ar alltsa inte slutna under subtraktion.

1.1.1. Raéiknelagar for heltal

Om a ar ett positivt tal sa definierar vi det negativa talet —a som det tal vilket vid addition med
a ger summan noll, alltsa

a+(—a)=0.

P& detta sétt utvidgar vi de naturliga talen till alla heltal, med vilket vi menar méngden
Z={.,-3-2,-1,01,23, ...}
dér beteckningen Z kommer fran tyskans ”"Zahl” som betyder tal. Det géller att
Zy CNCZ.

Om vi ater tédnker pa tallinjen sa innebér sambandet a4+ (—a) = 0 att vi vid addition med negativa
tal gar 4t vénster (sa man kommer tillbaka till 0). Talet —a kan ses som resultatet av additionen
0+ (—a), och hamnar darfor a steg at vanster fran position 0. Med de hela talen har vi da 16st
problemet med subtraktionen 4 — 5. Till vénster om noll pa tallinjen har vi det negativa talet —1.

Notera att vi anvdnder samma tecken for tva olika betydelser: minustecknet som anvénds i
4 — 5 star for subtraktion, men minustecknet i —1 star for att det ar ett negativt tal. Ytterligare
en betydelse som minustecknet har ar som teckenbytare; —x ger ett negativt tal om z &r positivt
och ett positivt tal om = dr negativt.

Subtraktion med ett negativt tal motsvaras pa tallinjen av att man stegar till hoger. Uttrycket
5 — (—3) ar ddrmed lika med 5 + 3. Nér vi subtraherar ett heltal fran ett annat heltal far vi ett
nytt heltal, s& de hela talen &ar alltsa slutna under subtraktion.

Man kan bevisa att foljande grundliggande samband géller for addition av heltal:

(i) a+b=b+a kommutativa lagen for addition
(ii) (a+bd)+c=a+(b+¢) associativa lagen for addition
(iii) —(—a)=a negeringslagen.

P& grund av den associativa lagen &r det helt okej att skriva a + b+ ¢ utan parenteser eftersom
det inte spelar nagon roll om vi férst lagger ihop a och b eller b och c.

Exempel 1.1.1. Vi har att

(5+3)+2=(3+5)+2=3+(2+5)=3+7,

dar vi forst anvant den kommutativa lagen och sedan den associativa lagen.
Nar vi skriver a — b sé ar detta en kortare form for a + (—b).
Exempel 1.1.2. Vihar att 4 — (—4) =4+ (—(—4)) =4+4 =38.

Multiplikation av positiva heltal definierade vi inledningsvis som upprepad addition. P&
liknande sétt kan vi definiera multiplikation for var storre klass av heltal genom att for naturliga
tal = och y lata

x stycken

Det dr nu mojligt att lista ytterligare ndgra grundliggande samband for heltalen.
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(iv) a-b=b-a kommutativa lagen {6r multiplikation
(v) (a-b)y-c=a-(b-c) associativa lagen for multiplikation
(vi) a-(b+c)=a-b+a-c distributiva lagen

Den distributiva lagen behérskas vanligtvis bra fran vénster till hoger, men det dr viktigt att
dven kunna ga frdn hoger till vinster, det vill sdga att skriva om uttryck pa formen a-b+a-c
som a - (b+ c).

Lagarna kombineras sa att vi kan hantera rdkningar &ven med fler termer och faktorer.

Exempel 1.1.3. Vi har att a(b+ ¢+ d) = ab + ac + ad.
Exempel 1.1.4. Faktorisering ger att 10ab + 2b* = 2b(5a + b).

Vi ska nu illustrera hur man kan anvdnda de grundldggande sambanden for heltalen for att
bestamma vad produkten av tva negativa tal 4r. Antag att a och b ar positiva. Vi har att

0= (-a)-0=(—a)- (b+(=D)).
Genom att utnyttja den distributiva lagen far vi
(~a) - (b+ (=b) = (~a) b+ (~a) - (~B) = —a b+ (~a) - (D),

det vill sidga
0=—a-b+(—a)-(-b).

Flyttar vi nu 6ver den forsta termen i vansterledet till hogerledet far vi
a-b=(—a)-(=b).

Produkten av tva negativa tal dr alltsa lika med produkten av deras ”positiva motsvarigheter”.

1.1.2. Potenser

For att lattare hantera uttryck av typen x - x - x har man infort potenser. Vi skriver

dér x &r potensens bas och 3 ar potensens exponent. Mer generellt, for ett heltal a och ett positivt
heltal b later vi
= a---a .
——
b stycken
Potenser forhaller sig alltsa till multiplikation pa samma sétt som multiplikation forhéller sig
till addition. Men det ar viktigt att notera att till skillnad fran multiplikation si spelar ordningen
roll: i allménhet géller nimligen att a® # b%.
Med potenser kan vi pa ett mycket litet utrymme ge en 6vre grans for antal elementarpartiklar
i hela universum enligt modellerna fran modern fysik, nimligen 2300,

Vi ser enkelt att

Pot=@22) (z-z20)= gz =2
—

sju ganger

och att

(x3)2:m3~x3:(m-x-x)-(x~x-m):acﬁ.

Med olika baser men samma exponent har vi till exempel
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Allmént géller foljande rakneregler:
2% 2t =2t (29’ =2 och (z-y) =a® -y~

Notera att #% innebér att man forst ska ta a® och sedan upphoja z till detta tal, alltsa - x(ab),

vilket inte &r detsamma som (z%)".

Exempel 1.1.5. Vi har foljande exempel pa berdkningar med potenser:
(a) 24.25 = 2445 =29
(b) (24)° =25 = 2%,

(c) 94° _ gdddad 21024

(d) 92-35 = (32)%.35 = 322.35 = 3% .35 — 3445 — 3,

Kuriosa. En sdgen berdttar om néar uppfinnaren av det schackliknande spelet Shaturanja visade
upp spelet for kungen av Indien. Kungen blev sa imponerad att han ville ge uppfinnaren en
beloning, varpa uppfinnaren 6nskade sig ett vetekorn fér den forsta rutan pa schackbréadet, tva
vetekorn for den andra rutan, fyra vetekorn for den tredje, atta vetekorn for den fjarde, och sa
vidare. Kungen tyckte att detta lat som en rimlig beléning och beviljade uppfinnarens 6nskning,
han insig inte att summan 1+ 2 + 22 4+ 23 4 2% + ... 4+ 293 med rige Gversteg antalet vetekorn i
hela varlden.

1.1.3. Prioriteringsregler

Att uttrycket 3 4 2 -4 ar lika med 11 och inte 20 ser nog manga som sjélvklart. Men anledningen
till detta beror endast pa en faststélld konvention. Vi har helt enkelt bestdmt att multiplikation
och division har hogre prioritet &n addition och subtraktion. Om det motsatta hade géllt s& hade
34 2 -4 varit lika med 5 -4 = 20. Vill man dock gora berdkningen enligt det senare sa tar man
parenteser till hjdlp: (3 + 2) - 4. Berdkningar ska ske i f6ljande ordning:

1. Berdkna parenteser.

2. Beridkna potenser.

3. Berdkna multiplikation och division.
4. Berdkna addition och subtraktion.

Inom parenteserna i punkt 1 berdknar man som bekant ocksa enligt prioriteringsreglerna.
Exempel 1.1.6. Beriikna (—1)3 + 3 - ((4 — 23)2 — 5).
Losningsforslag. Vi anvdnder prioriteringsreglerna och far
(—1)3+3- ((4723)2—5) =143 ((4—8)2—5)=—1+3-((-4)2—5)
=—-143-(16-5)=-1+3-11=-1+433=32. O
Var noga med att siitta ut parenteser pa korrekt séitt. Kom ihag att —42 och (—4)? inte #r

samma tal och att multiplikation av 2 med —3 ska skrivas som 2 - (—3) och inte pa nigot annat
satt (- och — ska inte forekomma i f6ljd som - —).
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1.1.4. Heltalsdivision

Division av heltalet a med det nollskilda heltalet b definieras som det tal ¢ sd att a =b-c. Om
a =10 och b =5 si blir ¢ = 2, eftersom 10 =5 - 2, sd a/b = ¢. Men nir man delar ett heltal med
ett annat blir resultatet inte alltid ett heltal. Till exempel gar divisionen 17/5 inte ”jamnt ut”,
eftersom det inte finns nagot heltal ¢ sa att 17 =5 - ¢. Men genom att inféra begreppen kvot och
rest kan man utféra sa kallad heltalsdivision. Kvoten vid division av ett positivt heltal a med
ett positivt heltal b anger det maximala antalet ganger vi kan dra b fran a och fortfarande fa
nagonting icke-negativt kvar. Det vi far kvar ar den sa kallade resten.

Exempel 1.1.7. Beridkna kvoten och resten da 17 delas med 5.

Losningsforslag. Kvoten ar det maximala antalet ganger som vi kan dra bort 5 fran 17 och
fortfarande fa nagonting icke-negativt kvar. Eftersom 3 -5 = 15 men 4 -5 = 20 sa blir kvoten 3. Vi
har att 17 — 3 -5 = 2, alltsa &r resten lika med 2. O

Mer formellt soker vi vid heltalsdivision av talet a > 0 med talet b > 0 kvoten k och resten r
sa att
a=kb+r, dir 0<r<hb.

Detta samband kan skrivas om som a ,
by ST
p ity

vilket kanske dr mer bekant sen tidigare: divisionen a delat med b ger "k hela och r stycken
b-delar”.

Exempel 1.1.8. Berdkna kvoten och resten da 106 delas med 21.
Lésningsforslag. Eftersom 106 = 5 - 21 + 1 ar kvoten k lika med 5 och resten r lika med 1. [
Exempel 1.1.9. Berdkna kvoten och resten da 20 delas med 4.

Lésningsforslag. Eftersom 20 =4 -5+ 0 ar kvoten k lika med 5 och resten r lika med 0. O

Nér a dividerat med b "gar jimnt ut” ar resten noll. Vi séger att a ar delbart med b, eller att
b ar en delare till a.

1.1.5. Jamna och udda tal

Du har sidkert lagt mérke till att summan av tva jamna heltal blir ett nytt jamnt heltal, likasa
att summan av tva udda heltal blir ett jamnt heltal och att summan av ett jAmnt och ett udda
heltal blir udda.

Vi ska nu utféra ett matematiskt bevis for detta, men férst maste vi vara 6verens om
definitionen pa jamna och udda tal.

Definition 1. Ett heltal dr jamnt om det ar delbart med tva, det vill siga om det kan skrivas
pa formen 2a, for nagot heltal a.

Definition 2. Ett heltal 4r udda om det lamnar rest ett vid division med tvé, det vill sdga om
det kan skrivas pa formen 2a + 1 for nagot heltal a.

Vi kan nu formulera och bevisa vara utsagor.
Sats 1. Summan av tva jimna heltal dr ett jamnt heltal.

Bewis. Eftersom talen dr jdmna kan det forsta skrivas som 2a och det andra skrivas som 2b, dér a
och b ar heltal. Vi far summan
2a+2b=2(a+0),

vilket ar ett jamnt tal enligt definition. Alltsa &r summan av tva jaimna heltal ett jaimnt heltal.
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Sats 2. Summan av tva udda heltal ar ett jamnt heltal.

Beuvis. Eftersom talen dr udda kan det forsta skrivas som 2a + 1 och det andra skrivas som 2b + 1,
dér a och b ar heltal. Vi far summan

(2a+1)+(20+1)=2a+2b+2=2(a+b+1),
vilket ar jamnt tal. Alltsa &r summan av tva udda heltal ett jamnt heltal.
Sats 3. Summan av ett udda och ett jamnt heltal dr ett udda heltal.

Bevis. Det udda talet kan skrivas som 2a 4+ 1 och det jamna kan skrivas som 2b, dar a och b ar
heltal. Vi far summan
(2a+ 1)+ (2b) =2(a+b) + 1,
vilket dr udda tal. Alltsa 4r summan av ett udda och ett jamnt heltal ett udda heltal.
Det finns liknande satser for multiplikation och vi véljer att bevisa en och ldmnar 6vriga tva
som Gvningar.

Sats 4. Produkten av ett udda och ett jamnt heltal ar ett jamnt heltal.

Bewvis. Det udda talet kan skrivas som 2a 4 1 och det jamna kan skrivas som 2b, dar a och b ar
heltal. Vi far produkten
(2a+1)-2b=2((2a + 1)b),

vilket ar jamnt tal. Alltsa &r produkten av ett udda och ett jimnt heltal ett jamnt heltal.

Ovningar 1.1
1. Berikna 1 — (5 —4) och (=3)(7 + (=5)(—3 + 2)).
2. Beriikna (—1)3 och (—1)2.
3. Forenkla —(a — b — (a+ b)) + (a + b) och (a + b)(c+ d) — c(a + b).
4. Visa att (a +b)3 = a® + 3ab® + 3ab + b3.
5. Ge ett exempel pa nir (v%)" = 2(a") och ett exempel pa nir (z)° # 2@,
6. Berdkna kvoten k och resten r da 107 delas med 7.
7. Vad blir resten da 293 delas med 177
8. Bevisa att produkten av tva jimna heltal dr ett jimnt heltal.

9. Bevisa att produkten av tva udda heltal ar ett udda heltal.

1.2. Primtal

Om vi utgar fran talet 1 och anviander oss av upprepad addition sa far vi talen 1 + 1 = 2,
1+414+1=3,14+1+1+41=4 och sa vidare, det vill sdga alla positiva heltal. Med talet 1 och
upprepad addition kan vi alltsa skapa hela Z .

Lat oss betrakta motsvarande situation for multiplikation. Utgar vi fran talet 1 och anvénder
oss av multiplikation s& far vi inget annat tal &n 1. Tar vi till talet 2, kan vi med multiplikation
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generera talen 2-2=4,2-2-2=28,2-2-2-2 =16 och sa vidare. Anvénder vi d&ven 3 far vi till
exempel 2-3=6,3-3=9o0ch 2-2-3=12. Sammanfattningsvis ger 2 och 3 méngden

{2,3,4,6,8,9,12,16,18,... }.

Vi far odndligt manga tal men saknar till exempel 5. Med hjélp av talet 5 kan vi fylla "luckorna”
5,10, 15 och sa vidare. Det minsta tal storre &n 1 som da saknas &ar 7 och ldgger vi dven till det
far vi

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15,16,18,... }.

Méngden blir tdtare, men hur ska vi bdra oss &t om vi vill kunna fa alla positiva heltal pa det hér
sattet? Vi saknar till exempel talet 11. Vi kan fortsétta och liagga till 11 och sedan 13, men da
kommer vi upptécka att vi saknar talet 17. I sjdlva verket méste man ldgga till odndligt manga
tal. De tal vi behover for att fa varje naturligt tal stérre dn 1 med hjéilp av multiplikation kallas
for primtal. Talen 2,3,5,7,11,13 och 17 &ar de sju forsta primtalen.

Kuriosa. Att det finns odndligt ménga primtal kan man bevisa med hjalp av ett s& kallat
motsagelsebevis. Man antar att det bara finns dndligt manga primtal och visar att detta leder till
en motséigelse, varpa man drar slutsatsen att antalet primtal 4r odndligt.

Genom att forst definiera vad ett sammansatt tal ar foljer har en precis beskrivning av vad
som menas med ett primtal.

Definition 3. Ett heltal a > 1 4r sammansatt om det kan skrivas som en produkt av tva heltal
b och ¢ som &r storre dn 1, det vill sdga a =b-¢, ddr b > 1 och ¢ > 1.

Definition 4. Ett positivt heltal som &r storre &n 1 och som inte &r sammansatt kallas for ett
primtal.

Exempel 1.2.1. Talen 4, 6, 8 och 9 4r sammansatta eftersom
4=2-2, 6=2-3, 8=2-4 och 9=3-3,

medan talen 2, 3, 5 och 7 4r primtal eftersom dessa inte kan skrivas som en produkt av positiva
heltal storre &n 1.

Kuriosa. Foljande dr exempel pa nagra speciella primtal.
e 2 ér det enda jimna primtalet. (Varfor?)

e 1111111111111111111 &r det nést minsta primtalet som skrivs med bara ettor. (Vilket &r
det minsta?)

 De sa kallade Fermatprimtalen 3, 5, 17, 257, 65537 kan skrivas pa formen 22" + 1 med
n =0,1,2,3,4. Fermat formodade att alla tal pa den formen, med n ett positivt heltal, var
primtal men Euler visade att 22° = 4204967296 ir sammansatt. Huruvida det finns fler
an fem Fermatprimtal ar ett olost problem. Ar 2023 har man lyckats visa att 22" + 1 &r
sammansatt for talen n = 5,6,...,32.

« Ar 2001 sa konstruerades ett olagligt primtal. Detta var ett primtal vars binira representation
ocksa var ett datorprogram for att knécka copyright-skyddet pa DVD-filmer.

Lagg marke till att begreppet sammansatt tal &r nédra knutet till begreppet delbarhet fran
Avsnitt [[.T.4] ndmligen att ett heltal b dr en delare till ett heltal a om a = b - ¢ f6r ndgot heltal c.
Sa lange vi haller pa med heltal s& ar faktor en synonym till delare.

Exempel 1.2.2. Talet 6 har de positiva delarna 1, 2, 3, 6. Talet 7 har de positiva delarna 1 och
7. Talet 8 har de positiva delarna 1, 2, 4, och 8.
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Kuriosa. Ett tal kallas perfekt om summan av de positiva delarna ar lika med tva ganger talet
sjalvt. Till exempel &r 6 ett perfekt tal eftersom 1 +2 4+ 3+ 6 = 12 = 2 - 6. Hur méanga perfekta
tal som finns ar en 6ppen fraga. Kan du hitta nagot annat perfekt tal &n 67 Det finns ett till som
ar mindre &n 30.

Med hjalp av definitionen av delare sa kan man definiera sammansatta tal och primtal pa
ett alternativt séatt: Ett positivt heltal som &r storre &n 1 dr sammansatt om det har fler 4n tva
positiva delare storre dn 1. Ett positivt heltal som endast har tva positiva delare, sig sjalv och 1,
kallas for ett primtal.

Ibland talar man &ven om dkta delare. Man sdger att b ar en dkta delare till a om b ar en
positiv delare till @ och b ar skilt fran bade 1 och a. Ett primtal ar alltsa ett tal som saknar dkta
delare.

1.2.1. Primtalsfaktorisering

Betrakta talet 520. Eftersom talet dr jamnt sa dr det delbart med tva och vi kan skriva
520 = 2 - 260.

Aven 260 &r delbart med tva och vi skriver
260 = 2 - 130.

Aterigen, 130 &r jamnt och vi far
130 = 2 - 65.

Vi ser att fem ar en positiv delare till 65 och
65 =5-13.

Vi har alltsa visat att
520=2-2-2-5-13=23%.5-13.

Léagg marke till att 2,5 och 13 alla &r primtal. Vi séger att vi har primtalsfaktoriserat 520.
Primtalsfaktoriseringen av ett positivt heltal 4r unik (upp till ordningen av faktorerna). Detta r
Aritmetikens fundamentalsats och tas upp i hogre kurser i algebra.

Primtalsfaktoriseringen av ett tal hjilper oss att bestdmma delarna till talet som féljande
exempel visar.

Exempel 1.2.3. Hur manga positiva delare har talet 5207

Lésningsforslag. Enligt ovan giller det att 520 = 23 - 5 - 13. Lisaren bor dvertyga sig om att de
positiva delarna till talet ér talen pé formen 2% -5°-13¢, dir 0<a<3,0<b<loch0<c< 1.
Detta ger delarna

20.50.130 =1 20.50.131 =13 20.5'.130=5 20.51.13' =65
20.50.13° =2 2'.5°.13' =26 2'.5'-13°=10 2'-5'-13' =130
22.50.130=4 22.50.13'=52 22.51.130 =20 22.5!.13! =260
23.50.130=8 23.50.13' =104 23.5'.130=40 23.5'.13" = 520.

Det finns alltsa 16 positiva delare till 520. O

Om man vill ta reda pa om ett tal a ar ett primtal sd kan undersdka om a delas av primtalen
2,3,5,7,11,.... Har man gatt igenom alla primtal som &r mindre &n a och inte funnit nédgon
positiv delare sa vet man att a sjialvt maste vara ett primtal. Men man behdover i sjalva verket
inte testa alla primtal fram till talet a, det réacker att testa alla primtal som &r mindre &n eller
lika med v/a. (Kan du fundera ut varfér det ar sd?) Trots detta dr det berdkningstungt att
primtalsfaktorisera, metoden att testa ar ineffektiv.

Observera att primtalsfaktoriseringen av ett primtal dr primtalet sjalvt.
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Exempel 1.2.4. Ar 257 ett primtal?

Lésningsforslag. Vi borjar med att uppskatta hur stort /257 ar. Eftersom 202 = 400 sa géller
det att v/400 = 20. Alltsd maste /257 vara mindre &n 20. Vi har att 172 = 289, alltsi maste
V257 &ven vara mindre dn 17. Men 162 = 256, sa V257 &r storre &n 16. Primtalen som &ar mindre
an 17 ar {2,3,5,7,11,13}.

Eftersom 257 ar udda sa kan det inte vara delbart med 2. Eftersom 257 = 3 - 85 + 2 lamnas
resten 2 vid division med tre och ar alltsa inte delbart med tre. Vi har att 5-51 + 2 = 257, alltsa
ar 257 inte heller delbart med fem. Det ldmnas som en 6vning till ldsaren att verifiera att inte
heller 7, 11 och 13 &r delare till 257. Alltsa ar 257 ett primtal. O

Ovningar 1.2

1. Hur ménga positiva delare har talet 127
2. Hur manga ékta delare har talet 127
3. Hur méanga positiva delare har talet 23 - 5 - 234?

4. Avgor om talen 85, 133 och 661 &ar primtal. Om nagot tal inte ar ett primtal sa primtalsfak-
torisera det och bestdm antalet positiva delare.

5. Primtalsfaktorisera talen 1024 och 1331.

6. Forsok att primtalsfaktorisera ditt personnummer eller telefonnummer med hjilp av en
minirdknare.

1.3. Modulorikning

Modulorédkning, eller kongruensrdikning, hinger samman med begreppet rest och dr nagot vi ofta
anvander oss av utan att reflektera 6ver det. Lat oss borja med ett exempel.

Exempel 1.3.1. Niklas gar och lagger sig klockan 23:00 och vill sova atta timmar for att vara
pigg dagen efter. Vad ska han stilla klockan pa (forutsatt att han somnar direkt nér han ligger

sig)?
Losningsforslag. For att ta reda pa detta skulle man kunna ténka sig att man lagger till 8 till 23:
23 +8 =31.

Men forsok stélla klockan pa 31! Istéllet "borjar vi om pa noll nér vi kommer till 247, vilket blir
detsamma som att dra bort 24 timmar. Vi far da

23+8—-24=31-24=1T1.
Niklas borde alltsa stélla klockan pa 07:00. O

Det ovanstaende &r ett exempel pa rakning modulo 24. Det digitala klockor visar &r egentligen
resten vid heltalsdivision med 24. Lat oss nu ge en formell definition.

Definition 5. Om tva tal a och b skiljer sig &t med en multipel av n, det vill sédga att det
existerar ett heltal k sd att a — b =k - n, s séger vi att a och b ar kongruenta modulo n. Detta
skrivs a = b (mod n) eller a =,, b och utlises "a &dr kongruent med b modulo n” eller "a ar lika
med b modulo n”.
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Exempel 1.3.2. Det géller att 18 =4 14 eftersom 18 — 14 = 4, vilket s& klart dr en multipel av
fyra.

Speciellt géller att om talet a lamnar resten r vid division med b, sd ar a och r kongruenta
modulo b, eftersom a = k- b+ r ar det samma som a — r = k - b. Och omvént géller att om a och
r ar kongruenta modulo b och 0 < r < b s& ldmnar a resten r vid division med b.

Exempel 1.3.3. Resten da 120 delas med 17 &r 1, ty 120 = 7- 17 4+ 1 och alltsa dr 120 = 1 (mod
17).

Exempel 1.3.4. Det giller att 27 =4 3 och eftersom 0 < 3 < 4 sa lamnar 27 resten 3 vid division
med 4.

Exempel 1.3.5. Idag &ar det tisdag, vad &r det for veckodag om 37 dagar?

Lésningsforslag. Vi borjar med att notera att 37 dagar ar detsamma som fem veckor och tva
dagar. Vi soker alltsa den veckodag som &r tva dagar efter tisdag, det vill siga torsdag. Detta
svarar mot berdkningen

Vid modulordkning kan man anvinda de tre rdknesédtten addition, subtraktion och multiplika-
tion for att forenkla berdkningarna. Division dr dédremot inte definierat i allménhet.

Sats 5. Lat a vara ett positivt heltal och lat my,ms,nq och ny vara heltal sddana att m; = ny
(mod a) och mg = ns (mod a). Da giller

(i) my +mg =nq +ng (mod a),
(ii) mp —mg =nq1 —ng (mod a),
(iii) my-mg =n1-ne (mod a).

Innan vi bevisar satsen ska vi illustrera hur den kan anvindas med ett par exempel.
Exempel 1.3.6. Vad blir resten da 18 + 11 delas med 57

Losningsforslag 1. Vi lagger forst ihop talen och tar reda pa resten vid division med 5.
18 +11 =29 =4 (mod 5)
eftersom 29 = 5 -5 + 4. Resten &r 4. O

Lésningsforslag 2. Enligt (i) fran Sats [5| kan vi forst ta reda pa resten modulo 5 for de bada talen
11 och 18 och sedan addera dem. Detta ger 18 + 11 =5 3 + 1 = 4. O

Exempel 1.3.7. Berikna 12 — 7 (mod 3). Ange svaret med ett sa litet icke-negativt tal som
mojligt.

Lésningsforslag 1. Vi har 12 -7 =5 =2 (mod 3). O

Lésningsforslag 2. Vi anvander (ii) fran Sats|5| och tar f6rst reda pa resten modulo 3 for de bada
talen 12 och 7, for att sedan subtrahera dem. Vi har att 12 =35 0 och 7 =3 1 och far

12-7=0-1=-1+3=2 (mod 3).

Observera att vi i sista steget adderade 3 eftersom —1 ar ett negativt tal. O

Exempel 1.3.8. Beriikna 6-7 (mod 5). Ange svaret med ett sa litet icke-negativt tal som mojligt.
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Lésningsforslag 1. Eftersom
6-7=42=2 (mod 5)

sa ar 2 det sokta svaret. O

Lésningsforslag 2. Anvénder vi (iii) fran Sats [5] det vill sdga att vi forst tar reda pa resten
modulo 5 for de bada talen 6 och 7 och sedan multiplicerar resterna, far vi

6-7=1-2=2 (mod 5). O

I dessa tre exempel spelade det ingen storre roll om man anvinder metoden i 16sningsforslag
1 eller 2. Men om man har stora tal &r den andra metoden avsevart mindre krdvande rent
beridkningsmassigt. Foljande exempel illustrerar férdelen med att angripa faktorerna i en produkt
innan vi utfér multiplikationen.

Exempel 1.3.9. Bestdm resten da 38 - 41 + 43 - 36 delas med 3.

Lésningsforslag. Vi har att
383=12-3+2, 41=13-3+2, 43=14-3+1 och 36=12-3+0.

Alltsa ar
38:414+43-36 =2-24+1-0=44+0=1 (mod 3).

Resten ar alltsa 1. O
Exempel 1.3.10. Vad blir resten d& 47 delas med 7?

Lésningsforslag. Det géller att 16 =7 2, sa genom att skriva
47 =(4-4)-(4-4)-(4-4)-4=16-16-16-4

far vi
47=,2.2.2.4=,2-16=,2-2 =, 4.

Resten d& 47 delas med 7 r alltsa 4. O
Exempel 1.3.11. Vad blir resten d& 4'27 delas med 7?

Lésningsforslag. For att 16sa den hdr uppgiften anvénder vi potensreglerna tillsammans med den
(iii) i Sats |p} Vi borjar med att undersoka laga potenser av 4, om nagon av dessa ger resten 1
underlédttas multiplikation.

Vi har att 4> =7 2 och det foljer att 43 =7 4 -2 =, 1. Kan vi skriva om 4'?7 som ett antal
potenser av 4% och eventuellt multiplicerat med ndgon mer 4:a blir rikningen enkel. Eftersom
127 =342+ 1 sa ar

4127 — 43~42+1 — (43)42 . 4
Vi anvinder nu att 43 =; 1 och far
(4% 4=,1*2 . 4=, 4.

Resten ar 4 dven i denna uppgift. O

Exempel 1.3.12. Vad blir resten d& 2'2% delas med 67
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Lésningsforslag. Vi utnyttjar att 23 = 8 och att 8 =¢ 2. Ingen potens &r kongruent med 1, men
ersitter vi 2% med 2 upprepade génger blir rikningen #nda ritt smidig. Med omskrivningen
125 = 3 - 41 + 2 i exponenten far vi

9125 _ 93-4142 _ 9341 92 _ (23)41 192 =, 211 .92 — 913,
Fortséatter vi pa liknande séatt, med 43 =3 - 14 + 1, far vi
218 — 931 g — (2812 =521 .2 =215 — (23)5 =; 25 =23 .22 =5 2. 4= 2.
Allts& limnar 2'2° resten 2 vid division med 6. O

Fér den intresserade ldsaren ger vi nu beviset for Sats [5]

Bevis (av Sats ) Eftersom mi =, ni1 sd dr m; —ny =, 0, det vill sdga m1; —ny = s- a, for nagot
heltal s. P& samma sétt foljer det av my =, no att ma — ny =t - a for nagot heltal ¢.
Vi far att

(m14+ma)—(n14+ng)=mi—ni+me—na=s-a+t-a=(s+t)a,
vilket innebér att (mq + mz) — (n1 + n2) ar delbart med a. Men det betyder att
(m1 +mz) =q (n1 + n2),

vilket bevisar regel (i) i satsen.

Beviset for (ii) r i princip identiskt med beviset for regel ett och ldmnas som en Gvning.

Nar det géller (iii) har vi

mime —ning = (my —ny)ma +n1(me —ng) =s-a-mo+ny-t-a=(s-mg+1t-nya.
Alltsd a4r mimsg — ning delbart med a, fran vilket det foljer att mymo =, nins.
Kuriosa. Modulordkning har en mycket viktig tillimpning inom kryptering. RSA-algoritmen—

som manga banker anvinder—utnyttjar en berdkningsasymmetri som uppstar vid just kongruens-
berdkningar.

Ovningar 1.3
1. Vilken rest far man om 18 4 7 divideras med 57
2. Vilken rest ger 64 vid division med 37
3. Idag &r det fredag. Vilken veckodag &r det om 101 dagar?
4. Vilken rest far man om 64 - 78 — 65 - 101 delas med 57
5. Vilken rest far man om 37 delas med 10?
6. Vilken rest far man om 2294 delas med 11?

7. Berdkna foljande tal modulo 6:

36 423, 36129 4 2186(578/2-100) 5345 | 55

8. Berékna 38800 -5 mod 3.

9. Berékna entalssiffran i talet 37120,
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10. (Svarare) Ett tal dr jamnt delbart med 5 precis d& dess entalssiffra antingen dr 0 eller 5.
Bevisa detta med hjilp av modulordkning.

11. (Svdrare) Siffersumman av ett tal & summan av de ingéende siffrorna. Visa att ett tal &r
delbart med 3 om dess siffersumma ar delbar med 3. Exempel: Talet 138 har siffersumman
1+ 3+ 8 =12 som ér delbart med tre. Alltsa dr 138 delbart med tre enligt pastaendet ovan.
Tips: Nésta avsnitt om representation i med talbas 10 kan vara till hjélp.

12. (Svdrare) En alternerande siffersumma for ett tal dr summan av siffrorna med véxlande
tecken. Till exempel ar den alternerande siffersumman hos 35478 lika med 3—5+4—7+8 = 3.
Ett tal ar jamnt delbart med 11 precis da dess alternerande siffersumma &r delbar med 11.
Bevisa detta med hjélp av modulordkning.

1.4. Representation av heltal

I tidig skoldlder lar vi oss att tjugotre skrivs 23 och inte 20 3, som man skulle kunna tro om man
lart sig skriva bade tjugo och tre. Vi ar sa vana vid hur vi skriver tal att vi knappast ldgger mérke
till tanken bakom. Men det finns manga andra sitt att skriva, eller med ett finare ord, representera
tal pa. Till exempel sa representerades dessa tal som X respektive XCV i Romarriket. Det sattet ar
inget vi ska bry oss mer om hir men vi ska titta lite ndrmre pa hur man representerar tal i olika
talbaser, vilket vi exemplifierar med var bas 10 samt bas 2.

Om du vill beskriva hur ménga 23 dpplen ar kan du rita tjugotre streck och séga att du har
ett dpple for varje streck. Men denna metod fungerar inte sa bra i praktiken, inte ens for ett sa
pass litet antal som tjugotre. Darfor uppfanns positionssystemet som ett sétt att representera
olika antal.

L&t oss titta pa uttrycket 3124. Vilket antal representerar detta? Vi har att 3124 = 3 - 103 +
1-10242-10" +4-10°. Naturligtvis &r 3124 inte alls samma som 1342—siffrornas position r
betydande for talets véirde och varje position motsvarar en viss potens av talet tio. Darfor kallas
vart sdtt att representera tal for positionssystemet med bas 10, &ven bendmnt decimalsystemet.

Allmént sa representerar vi heltal i bas tio enligt foljande. Talet

Sp 10" + 5, 110" 4o 4 51 - 101 4 50 - 10°,

dér varje tal s; dr ett heltal mellan noll och nio, skrivs med siffrorna som svarar mot talen
Sn,Sn—1,---,81 och sg i en f6ljd, alltsd som

SnSn—1---5180-

Till exempel s& ar s3 = 3, so = 1, s1 = 2 och s = 4 for talet 3124.

Tanken &r att representationen ska vara unik, att varje tal bara ska kunna skrivas pa ett enda
sétt. Detta for att helt enkelt undvika forvirring. For att det ska gélla maste siffrorna s; uppfylla
att 0 <s; <9.

Att vi anvinder just talet tio som bas beror pa att vi har tio fingrar till hands som
rdknehjalpmedel. Men férutom att tio dr antalet fingrar vi har sa &r det inget speciellt med detta
tal. Vilket tal som helst kan vara bas i positionssystemet. De gamla babylonierna anvinde bas
sextio och mayafolket bas tjugo. Vi ska hér ga igenom hur vi kan representera tal i positionssy-
stemet med bas 2, vilket brukar kallas for det bindra talsystemet. En dator lagrar sin data i det
binéra systemet sa denna lilla utflykt &r mer &n bara en matematisk 6vning.

1.4.1. Heltal i det binira talsystemet

I det bindra talsystemet anviands basen tva och de enda siffrorna dr 0 och 1. Fran tabellen framgar
hur talet 28 representeras som 11100 i det binéra talsystemet.
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Representation i bas 2: 1 1 1 0 0
Positionsvirde: 24 23 22 2! 20

Talets virde: 1-2* +1-2% +1.22 +0-2! +0-20 =28

Ett skrivsatt dr att ange talbasen som ett index, sa att 2819 = 111002. Om index utelamnas
s& dr det bas 10 som géller.

Vi kan ténka oss konverteringen till bas tva som att vi har 28 kronor och véxlar detta till
mynt med valorerna 1, 2, 22 = 4, 23 = 8 och 2* = 16. Vi far da 0 eller 1 av varje myntsort och
dessa antal utgor siffrorna i den bindra represantionen talet. I allménhet s& representeras tal i bas
2 som visas i foljande tabell, dér s; ar 0 eller 1.

Representation i bas 2: ... S3 S9 $1 S0
Positionsvéarde: ... 23 22 21 20
Talets varde: ... + s3-23 4+ 59-22 4 5721 + 50-20

Exempel 1.4.1. Skriv 19 i bas 2.

Lésningsforslag. Vi borjar med att bestdmma den storsta 2-potens som ar mindre &n eller lika
med 19. Vi ser att 2° = 32 ar for stort. Daremot funkar 2% = 16. Eftersom 19 — 16 = 3 har vi
bara tre kvar att konvertera. Detta ricker inte till varken 23 eller 22, utan endast till en 2! och
slutligen en etta, det vill siga 2°. Vi kan didrmed skriva 19 i bas 2 enligt
19=1-240-2°+0-22+1-2' +1-2° = 10011,. O

Att skriva om tal skrivna i bas 2 till bas 10 ar lattare, men det 4r bara for att vi ar sa vana
vid att multiplicera och addera tal representerade i bas 10.

Exempel 1.4.2. Konvertera 110, till bas 10.

Lésningsforslag. Vi skriver forst om 1105 i tvapotenser och berdknar sedan som vanligt.

110, =1-22+1-2'+0-2°=4+2+0=6. O

Ovningar 1.4
1. Konvertera 34 till bas 2.
2. Konvertera 11015 till bas 10.
3. Berdkna 110115 4 1010105 i bas 2 utan att byta till bas 10 emellan.
4. Konvertera talet 2015 till bas 4.
5. (Svdrare) Berikna 10023 — 2345 och ge svaret i bas 8.

6. (Svdrare) Visa att om ett tal pa bindr form har lika ménga ettor pa udda position, som
ettor pa jamn position, da ar talet jamnt delbart med 3.
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1.5. Rationella tal

Vi har nu bekantat oss med de positiva heltalen Z, , de naturliga talen N och heltalen Z. Nésta
steg pa végen ar de rationella talen.

Om a och b ar tva heltal sd har ekvationen a + x = b l6sningen x = b — a. Eftersom heltalen ar
slutna under subtraktion dr denna losning ett heltal. Men vad hénder om vi vill 16sa ekvationen

a-r=>b

dér a och b &r heltal? Ar z ett heltal? Givetvis kan x vara ett heltal, exempelvis om a = 4 och
b=12sa &r x = 12/4 = 3. Men om a = 12 och b = 4 sa far vi fram = genom att dividera bada
leden i ekvationen

12. 2 =4
med 12, vilket ger
41
Ty

Detta ar ett braktal, eller ett rationellt tal. Ett godtyckligt rationellt tal 4r en 16sning till
ekvationen a - x = b, dér a och b ér heltal och b # 0. Detta tal kan skrivas pa formen . Talet a i
det rationella talet ¢ kallas tdljare och talet b kallas ndmnare.
Begreppet rationellt tal &r besldktat med den engelska termen ratio, som betyder forhallande.
Tva rationella tal
a c
3 och p

ar lika om a forhaller sig till b pa samma sétt som ¢ férhaller sig till d. Det innebér att

2a a

2 b

eftersom 2a forhaller sig till 2b pa samma sétt som a forhaller sig till b, och i allménhet att

c-a _a

c-b b
dér c &dr ett nollskilt heltal. Méngden av rationella tal betecknas med Q, efter det engelska ordet
quotient (kvot). Eftersom varje heltal a kan skrivas som a/1 kan mingden av heltal ses som en
delméngd till méngden av rationella tal, alltsa Z C Q.

Nér vi loste ekvationen 12 - x = 4 sd utnyttjade vi att
4 4 4 1

12 34 34 3
Vi séger att 1/3 ar skrivet pa forkortad form. Att vi inte kan forkorta braket 1/3 mer beror pa
att 1 och 3 saknar gemensamma delare (férutom 1). For att hitta den forkortade formen av ett
brak a/b kan vi primtalsfaktorisera bade a och b. Nér vi vl har funnit primtalsfaktoriseringen
kan vi forkorta braket sa att tdljaren och ndmnaren inte langre har gemensamma delare.

Exempel 1.5.1. Forkorta 90/105.

Lésningsforslag 1. Vi har att 90 =2-32 -5 och att 105 =3-5-7, s&

90 233§ 23 6
7

20 P 2 O
105 g-F-7 7

Ibland kan det vara latt att se att tva brak har en gemensam delare. I sé fall kan vi utféra
forkortningen direkt. Lat oss darfor titta pa ett annat 16sningsforslag.

Losningsforslag 2. Vi ser att bade 90 och 105 dr delbara med 5, vi har ndmligen att 90 =5 - 18
och 105 =5 -21, sd 90/105 = 18/21. Vidare har vi att 18 =3 -6 och 21 = 3 - 7, alltsd ar
9 18 6

05 21 7 =
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Kuriosa. Som ndmnts tidigare dr primtalsfaktorisering berdkningstungt, sa att finna primtals-
faktorerna i téljare och ndmnare om dessa ar stora tal dr inte effektivt. Men for att avgdra om ett
brak dr maximalt forkortat finns det en battre metod, namligen Euklides algoritm, som vanligen
gas igenom i hogskolans grundkurser.

Ibland skriver man sneda brakstreck och ibland raka. Det &r ingen skillnad i betydelse, sa det
galler att

a

a/b=—.
/ b

Oftast ar det tydligare att anvinda den senare framstéallningen.

1.5.1. Addition, multiplikation och division av rationella tal

Vi adderar brak genom att forlinga sa att bada braken far samma ndmnare och skriver dem pa
gemensamt brakstreck. Det hir &r ett siatt att gora detta pa:

_d-a b~c_ad+bc

+

C
A= db bd bd

@
b
Exempel 1.5.2. Vi har att

3 -4 3.5 4-(-4) -1 1

1T T 15T T4 T2 o

Vid addition av braken a/b och ¢/d ovan anvindes den gemensamma ndmnaren b - d. Om de
tva forsta ndmnarna b och d har gemensamma faktorer kan man hitta en gemensam ndmnare
som ar mindre &n b - d. Att anvidnda minsta gemensamma ndmnare kan underldtta rdkningen
avsevart. Vi visar med ett exempel.

1 3
E 1 1.5.3. Berdkna — + —.
xempe erakna 6 + 1
Losningsforslag. Vi har 6 = 2 -3 och 14 = 2 -7, sa genom att forlinga det forsta braket med 7
och det andra med 3 far vi den gemensamma ndmnaren 42 (istdllet for 6 - 14 = 84). Detta ger oss
1 3 71 33 7+9 16 8

6 T4 76314 42 w2 o

I det sista steget forkortade vi med 2. Svaret bor for det allra mesta ges pad maximalt férkortad
form. 0

I nésta exempel subtraheras ett brak fran summan av tva brak genom att alla tre brak skrivs
om med samma nimnare.

1 1 3
E 1 1.5.4. Berik -4+ =-—=-.
xempe erakna 5 + 775
Losningsforslag. Vi har att
1+1 3_7-2~1+5-2~1 5-7-3 14+10-105 81
57 2 7-2.5 5.2.7 2.5-7  2:5-7  2.5.7

Vi har hér behallit faktorerna i nimnaren for att lattare kunna kontrollera om bréket ar skrivet
pa forkortad form eller ej. Eftersom 81 =9 -9 = 3% s4 saknar téiljare och nimnare gemensamma

delare. Alltsa ar
113 s -
5 7 2 70

Produkten av tva braktal kan berdknas genom att multiplicera téljare och ndmnare for sig:

a-cC

b-

Ulo

a
b

S
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Men det &r alltid lampligt att forst se om det finns nagon mojlighet att forkorta i borjan av
rakningen; jamf{or 16sningsférlagen nedan.

—4
Exempel 1.5.5. Beridkna Z T

Losningsforslag 1. Vi har att
3 -4 3-(—4) -12 12 A-3 3

4 5 4-5 20 20 A5 5
Losningsforslag 2. Alternativt,

3 7473'(71)7 3
15 - 5~ % -

Vid division av brak sigs det ofta att "téljaren ska multipliceras med ndmnaren inverterad”.
Varfor det ar sa kan man visa till exempel genom att férst forlanga med braktalens ndmnare och

sedan forkorta:
-b-d

a.
b-d b-

Om de tva ndmnarna b och d har gemensamma delare sa kan berdkningarna bli enklare om man

- B-d d
b-d c’

&.\Q‘@‘\@
Qoo 2
| of= e

bara forlanger sa att nimnarna blir den minsta gemensamma multipeln av b och d. I exemplet
nedan ricker det att forlanga med 24 (istallet for 12 - 8) for att blir av med ”dubbelbraket”.

Exempel 1.5.6. Vi har att

-3 -3 _
?_?-24_?-&3__3_3__3
i 3.24 3.12.2 52 10
12 12 12
5
2 1 4
Exempel 1.5.7. Berédkna 5 + % -2 3
4
Lésningsforslag 1. Vi har
5 2 5
2 4 4 1 4 24 24 51 8 8 5 8 5
_ 772,7:7 —_—— = — —_— = = - _— = = — D
§+2 5 §+g 5 1-5+42 5 5+8 5 8
4 4 1
Losningsforslag 2. Alternativt,
5 5 1
2 4 4 2-4 i 24 8 5 8 5
—_— 7—2~7:7 _—_— = = _—_ == -, D
§+2 5 ?_44—2-4 5 5+8 5 8
4 A

Det &ar bra att vénja sig vid att utfora berdkningar dven pa det sdtt som visas i det andra
l16sningsforslaget, det gar ofta lite smidigare. Ar man sdker pa sin brakrdkning kan man forstas i
sin redovisning uteldmna stegen dar man forlanger.

Exempel 1.5.8. Berikna 2/(2/3) + (5/4)/2.

Lésningsforslag 1. Vi har att

2 5
2/(2/3)+ (5/4)/2 = % n % _
3 1
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Losningsforslag 2. Alternativt,

5
. — A
2/(2/3) + (5/4)/2 = %—i—% :%+g= ? 0

77

Att behdrska omskrivningar med férldngningar och férkortningar som anvénds vid brakrakning
ar viktigt. Samma metoder anvénds dven nidr man hanterar algebraiska uttryck, som till exempel
polynom dividerade med varandra, som adderas, multipliceras och divideras.

Avslutningsvis ndmner vi att de sex grundldggande sambanden i avsnittet om heltalen dven
géller for rationella tal.

1.5.2. Blandad form och decimalform

I skolans matematik &r det vanligt att man anvénder sa kallad blandad form, i vilken till exempel
tva hela och tva tredjedelar skrivs 2%. Men detta dr mycket snarlikt uttrycket 2 - % som Ar nagot
helt annat (ndmligen %) Vi rekommenderar dérfor att tva hela och tvd tredjedelar skrivs 2 + 2
eller ofta &nnu hellre att det beridknas till %.

I denna kurs, liksom i de flesta matematikkurser vid hégskolan, dr decimalform séllan praktiskt.
Braket % forkortar vi till % istéllet for att skriva det som 0.2. Observera dessutom att uttryck som
% inte ens kan skrivas pa exakt decimalform. I ménga tillampningar av matematik &r det forstas

ddremot naturligt att anvéinda decimalform och d& ange ett lampligt avrundat ndrmevérde.

1.5.3. De rationella talens slutenhet

Méngden av alla rationella tal Q ar sluten under addition, subtraktion och multiplikation da alla
dessa operationer med alla rationella tal resulterar i nya rationella tal. Kanske ténker du nu att
méngden Q &r sluten under division ocksé eftersom vi ovan sett hur division av rationella tal
resulterar i rationella tal. Detta skulle betyda att om x och y ar tva godtyckliga rationella tal sa
ska x/y ocksd vara ett rationellt tal. Men detta stimmer inte om y = 0, for 0 4r ju ett rationellt
tal men z/0 &r inte definierat.

For att slutenhet ska gélla vid division maste vi alltsa betrakta méngden av rationella tal utan
talet 0. Inom denna méngd géller att division av tva godtyckliga element (nollskilda rationella
tal) ger oss ett element i samma méngd.

Ovningar 1.5

1. Berdkna 1/3+ 1/2 + 1/7. Svaret ska anges pa forkortad form, alltsa pa formen a/b dér a
och b saknar gemensamma delare.

8
—9 2
2. Berdkna 2-1/3 + 1T - %
3
35
3. Berékna %.
3

1 /1
4. Representerar —1/3 och e / 5 samma rationella tal?

1 1 3
5. Lat s = —5 t= 5 och u = 3 Bestam

(a) s-t+u,
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w4/

©
@ (—u)

6. Visa att 1/11 = 0.09090909. ...

1.6. Reella tal

Att det finns tal som inte &r rationella upptécktes av Pythagoras (500-talet f Kr). For diagonalens
langd x i en kvadrat med sidan ett giller enligt Pythagoras sats att 12 + 12 = z2. Diagonalens
lingd ska alltsa vara en positiv 16sning till ekvationen 22 = 2. Som bekant skrivs lésningen /2.
Detta tal, som per definition &r sadant att dess kvadrat ar 2, kan oméjligt uttryckas som en kvot
av tva heltal och ar darfor ett exempel pa ett irrationellt tal. Ett annat valkant exempel pa ett
irrationellt tal &r 7, som anger férhallandet mellan en cirkels omkrets och dess diagonal.

Kuriosa. For att visa att /2 ar irrationellt antar man att v/2 kan skrivas som ett brak, det vill
saga som a/b, diar a och b ar heltal. Man visar sedan att detta leder till en motséigelse. Detta
bevis utfordes av Aristoteles (300-talet f. Kr.) och dr ett utmérkt exempel pa ett motségelsebevis.
Beviset &dr inte komplicerat och brukar inga i hogskolans grundkurser i matematik.

Ett rationellt tal har antingen en dndlig decimalutveckling, till exempe 1/10 = 0.1 och
11/8 = 1.375, eller en odndlig decimalutveckling vilken upprepar sig (dtminstone efter ett tag), till
exempel 1/3 = 0.333333... och 103/54 = 1.9074074074 . .. . P4 motsvarande sétt karakteriseras
de irrationella talen av att de har en oédndlig decimalutveckling som inte upprepar sig. Ett
irrationellt tal kan inte skrivas som en kvot mellan tva heltal och vill vi till exempel ange v/2 och
7 pa decimalform méste vi néja oss med avrundningar: v/2 ~ 1.41421 och 7 ~ 3.14159.

De irrationella talen utgér tillsammans med de rationella talen de reella talen. Dessa betecknas
med R och det giller alltsa att Q C R. Aven om de rationella talen ligger oandligt tétt lings
tallinjen, s& finns 4ven ett oandligt antal "hal” pa tallinjen och det 4r dessa som utgors av de
irrationella talen. Att de rationella talen ligger odndligt tétt ska tolkas som att det mellan varje
par av rationella tal alltid finns oéndligt manga rationella tal. Anda finns det mellan varje par av
rationella tal d&ven odndligt manga irrationella tal! For att fa& med hela tallinjen méaste vi alltsa ta
med bade de rationella och de irrationella talen.

Att definiera de reella talen formellt 4r mycket mer komplicerat &n for de rationella talen, vi
nojer oss har med den intuitiva bilden av alla tal pa tallinjen.

Aven f6r de reella talen géller de sex grundliggande sambanden fran Avsnitt [1.1

1.6.1. Mer om potenser

I avsnittet om heltal stotte vi pa potensbegreppet. Vi ska nu generalisera detta, men vi maste
vara lite forsiktiga. Vi kommer att titta pa tva olika fall.

Fall 1: Potenser r® dir r € R, a € Z  (till exempel (—\/5)2 eller 273).

Om exponenten a > 0 sé ar

a ganger

*V1i haller oss till den amerikanska standarden och skriver 0.1 istéllet for den svenska standarden 0, 1. Detta
bland annat for att vi vill anvinda kommatecken for att separera tal i listor eller méngder.
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precis som nér basen &r ett heltal. For specialfallet da basen &r ett rationellt tal, r = %,
innebar det att "
(P) _pop_r
q q q q*

Om exponenten &r lika med noll och basen r ar nollskild definieras
0 =1.

Observera alltsd att 4° = (—13)° = (v/2)® = (})° = 1, men att 0° inte &r definierat.
Om a < 0 och r # 0 definieras
1
r¢ = —.
r a
Fall 2: Potenser % diir r € R, r >0, a € Q  (till exempel 21/2 eller 73 ).

Talet r'/? definieras som det icke-negativa tal vars kvadrat &r lika med r. Detta &r helt
enkelt kvadratroten av r, det vill siga /2 = \/r. P4 liknande sitt definieras /" som det
icke-negativa tal vilket upphojt till n ar lika med r, alltsa sa att

()" =

Istillet for /™ skriver man ibland {/7, vilket lises "n:te-roten av r”.

En potens med en allmén rationell exponent a = % definieras enligt
re = (r? )% .

Det dr viktigt att det tal v vi tar n:te-roten av alltid dr icke-negativt och att n:te-roten ¥/r
ocksa alltid &r icke-negativt. Alltsa giller att talet /4 dr lika med 2 och inget annat. Notera
dock att ekvationen z2 = 4 de tva l6sningarna +V4 = +2.

Med definitionerna ovan géller riknereglerna
re b = patb (r“)b =r%t och (r-t)*=r"-t,

vilka vi tidigare sag for potenser i avsnittet om heltal. Ett specialfall av den sista likheten ar
omskrivningen /zy = /z,/y, dock kréivs det att bade = och y &r icke-negativa tal for att det
hogra ledet ska vara definierat.

Vi har inte alls sagt nagot om vad som géller for potenser med en irrationell exponent. Vi
nojer oss med att konstatera att dven dessa kan definieras och att de kommer uppfylla samma
riiknereglerﬂ

Tycker du detta verkade svart? Ta en ordentlig titt pa exemplen, som vart och ett illustrerar
olika aspekter, sa kommer du forsta det vésentliga.

Exempel 1.6.1. Vi har foljande exempel pa forenklingar:
2

@ (VD = (V) (-v2) = VE-vI=2

(b) 278 = 2% = %’

(c) 412 =/d=2, 27/3= (33)1/3 —33(1/3) — 3l — 3, (210)1/10 —9
Exempel 1.6.2. Forenkla 43/2,

Lésningsforslag 1. Vi anvander definitionen och skriver 43/2 = (43) 12 _ V43, Vi fortsitter och

far V43 = /64 = 8. O

TEftersom vi inte gett nagon strikt definition for reella tal kan vi inte heller hir definiera potenser med reella
exponenter.
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Lésningsforslag 2. Man kan ocksa utnyttja potenslagen (r“)b = 7% och omskrivningen 4 = 22
for att fa
43/2 — (22)3/2 _923/2 _93 _g O

For att se fordelen med det senare séttet, betrakta 128%/7. Att beriikna 1284 och sedan forsoka
finna sjunderoten av det talet ar givetvis inte att foredra framfér omskrivningen 128 = 27 och
berdkningen 274/7 = 24 = 16.

Det ar bra att vara bekviam med olika sétt att skriva om och berédkna potenser; i nésta exempel
ges tre l0sningsforslag.

Exempel 1.6.3. Forenkla \/5_2/3.

- 1 1 1
Lésningsforslag 1. /2 0 _ = = _—_ —971/3 0

/3 1/3 ~ 91/3
v (v)

Losningsforslag 2. \/5_2/3 = (2)—1/3 —9-1/3 .

— —2/3
Lésningsforslag 3. /2 8 (21/2) — 9(1/2)-(=2/3) — 9—=1/3, =

Exempel 1.6.4. Skriv
31/3.372./27
93.(—3)3.3-1/3

pa formen —3%/% dir a/b ér ett maximalt forkortat brak.

Lésningsforslag. Det finns olika vigar att skriva om och férenkla uttrycket. Vi véljer att borja
med att se till att alla faktorer i téljaren och i ndimnaren &r potenser av 3.

31/3.3-2.,/27 31/3.3-2. (33) 1/2 31/3.3-2.33/2
93.(—3)3.371/3 (32)3 (~1)3.33.3-1/3 T 36.33.3-1/3 °

Héar kan vi till exempel forst hantera potenser med heltalsexponenter for sig och de med rationella
exponenter for sig:

31/3.3-2.33/2 _ _ab+i . 3-2-6-3 g% _ g% 1143

4-66£9 53/
T 36.33.3-1/3 37 =-3 : H

For exponenter som inte ar heltal har vi inte definierat potenser med negativ bas, s& som till
exempel (—1)/2. Sddana potenser ar problematiska och méjliga definitioner aterkommer forst i
senare hogskolekurser (pa bekostnad att riknereglerna inte lingre ér lika enkla). Aven om vi inte
hér kommer till kvadratrotter ur negativa tal sa ska vi nu ga vidare och se hur de reella talen
utvidgas till de komplexa talen genom att man infér den imaginédra enheten som det tal vars
kvadrat ar —1.

Ovningar 1.6
1. Beriikna 26, 43/2 samt 8'/3.
2. Berdkna /(—5)2.
-3

1
3. Berakna (2> samt 971/2,

4. Beridkna \/54 + (31/3) _3.
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5. Berikna 813/4.

NG

6. Beriikna 23 - 25 . 21,

7. Skriv
2-1/3.9-3 . /64
923 .9-1.9-1/8

pa formen 2%/%) dir a/b dr ett maximalt forkortat brak.

8. (Svdrare) Visa att /2 ir ett irrationellt tal.

1.7. Komplexa tal

Man kan tycka att de reella talen, R, ar alla tal man nagonsin skulle behova. Men pa 1500-talet
insdg man att man hade nytta av att inféra ett nytt slags tal for att kunna 16sa vissa ekvationer,
detta var de komplexa talen.

Vi sag tidigare att for att 16sa ekvationen x? = 2 riicker inte de rationella talen. Bland
de reella talen finns det didremot tva losningar, vilka betecknas 4-v/2. Lat oss nu fundera pa
ekvationen 12 = —1. Eftersom kvadraten pa varje reellt tal (utom noll) dr positiv finns inga reella
l6sningar. S& om det ska finnas nagon 16sning maste det vara ett slags nytt tal. Detta tal kallas
for tmagindra enheten och betecknas ¢. Det som definierar talet ¢ &r helt enkelt att det ar en
16sning till ekvationen 22 = —1, det vill siga att

i? = —1.

Ibland skriver man i = v/—1, men detta kan leda till problem, s& det boér undvikas. Notera till
exempel foljande "rikning”: 1 = /1 = /(=1) - (=1) "="/=1-/—1 =i -i = i> = —1. Eftersom
1 # —1 s& &r nagot uppenbarligen fel! Problemet &r att rikneregeln va - b = v/a - Vb inte giller
d& a och b ar negativa.

Utifran imaginédra enheten ¢ tillsammans med multiplikation och addition med reella tal far vi
komplezxa tal. Dessa tal kan uttryckas pa formen z = a + bi, dir a och b ar reella tal. Talet a kallas
for realdelen och talet b for imagindrdelen av talet z och vi skriver Re(z) = a samt Im(z) = b.
Observera att det som kallas imaginédrdelen &r det reella talet b och inte det imaginéra talet bi.

Exempel 1.7.1. Lt z = } + 5i. D4 &r Re(z) = § och Im(z) = 5.

Att infora i som 16sning till 22 = —1 ger mycket mer #n bara en 16sning till denna ekvation.
Vi ska senare se att vi med de komplexa talen kan finna l6sningar till alla andragradsekvationer.
I sjélva verket ger det oss losningar till alla polynomekvationer och det har visat sig att det finns
manga sammanhang dir det dr anvdndbart att rdkna med komplexa tal.

Varje komplext tal a+ bi svarar mot ett par (a, b) av reella tal. De reella talen kan representeras
pé en tallinje, medan de komplexa talen kan representeras i ett talplan. I det komplexa talplanet
ger realdelen z-koordinaten och imaginédrdelen y-koordinaten.

Méngden av alla komplexa tal skrivs C. De komplexa tal vars imaginérdel &r 0 sammanfaller
med de reella talen, R, vilka alltsd dr en delméngd av de komplexa talen. Vi har nu kommit fram
till féljande kedja av delméngder:

Z CNCcZcQcRcC.
Nér man adderar komplexa tal s& adderar man realdelarna och imaginérdelarna for sig,

(a1 + bll) + (a2 + bQZ) = ((11 + CLQ) + (bl + bg)i,
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6 +1m

404

Figur 2: Det komplexa talplanet med nagra exempel pa komplexa tal markerade.

dér aq,as, by, by ar reella tal. Subtraktion behandlas pa liknande sétt och vi har
(a1 + b17) — (a2 + bai) = (a1 — az) + (b1 — ba)i.
Nér vi ska multiplicera tva komplexa tal a; + b7 och as + boi far vi
(a1 + b1i) - (ag + boi) = arag + a1bai 4 agbyi + b1boi® = (ayas — biby) + (ayby + agby)i
genom att forst multiplicera ihop parenteserna ”som vanligt” enligt den distrubutiva lagen och
sedan anviinda sambandet i = —1. (Vi har dven antagit att i kommuterar med reella tal.) Detta

ar inte en formel man bor lara sig utantill, det &r battre att utféra multiplikationen enligt stegen
ovan varje gang man behdver.

Hur man dividerar med komplexa tal tar vi upp forst i nésta avsnitt.
Exempel 1.7.2. Lat z =1 — 2i och w = 3 4 4i. Berdkna z + w, z — w och z - w.

Lésningsforslag. Additionen och subtraktionen ger
z4w=(1-2))+B+4i)=14+3—-2i+4i=4+2i

respektive

z—w=(1-20)—(3+4i)=1-3—-2i—4i=-2—6i.
Vi utfor multiplikationen och far
zow=(1-2i)-3+4i)=1-34+1-4i—2i-3—-2i-4i=3+4i—6i—8i°’=3—-2i+8=11—2i.

Alltsd har viatt z4+w=4+2i, z—w=—2—6i och z-w =11 — 2i. O

Avslutningsvis ndmner vi att vara sex grundlaggande samband i avsnittet om heltalen géller
dven for de komplexa talen. Vi har alltsa att for komplexa tal z, w och v géller f6ljande
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zH+w=w+z kommutativa lagen foér addition,
z+w)+v=z4 (w+v) associativa lagen for addition,
—(=2)=1=z2 negeringslagen,

Zrw=w-z2 kommutativa lagen fér multiplikation,
(z-w)-v==z-(w-v) associativa lagen fér multiplikation,
z-(w+v)=z-w+z-v distributiva lagen.

Exempel 1.7.3. Berikna (2i)3.

Lésningsforslag. Vi har att (2i)% = 23 .43 som blir 83, Vidare ir % = i2 -4 och i2 = —1, s&
i = —i. Alltsd &r 8i% = —8i. O

Ovningar 1.7
1. Berdkna (2 — i) + (3 + 44).
2. Berdkna 2i - (2 — 2i).
3. Beriikna (1 + 2i)(2 — %).
4. Beriikna (3 — 2i)(4 + i — (6 — 2i)).

5. Lat z =2+ % och w =1 — 4. Berékna virdet pa uttrycken
z
z+w, z—w, z-w, och —.
w

Markera dérefter z, w och alla berdknade virden i det komplexa talplanet.
6. Berikna i1, i1, §'2 och 1024, Fundera sedan pa vilka virden ™ kan anta om n ir ett heltal.
7. Bestédm realdelen och imaginirdelen av z = (1 +4)3.

8. (Svdrare) Antag att vi definierar en sekvens av komplexa tal genom z; = 0 och 2,41 = 22 +1
féor n > 1. Hur langt fran origo kommer da 2117 att befinna sig?

1.8. Kvadreringsreglerna och konjugatregeln

Genom att anvdnda den distributiva lagen och den kommutativa lagen for multiplikation ska vi
hérleda kvadreringsreglerna och konjugatregeln. Eftersom den kommutativa och den distributiva
lagen géller for alla de talméngder vi beror i detta material sa kommer dessa regler att gélla for
alla dessa talméngder.

1.8.1. Kvadreringsreglerna
Vi paminner oss forst om att
(a+b)(c+d) =ac+ be+ ad + bd.
Genom att betrakta specialfallet a = ¢ och b = d far vi kvadreringsregeln

(a+b)* = (a+b)(a+b) =a®+ab+ba+b* = a® + 2ab + b*.
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Ibland kallas denna regel istéllet forsta kvadreringsregeln och da vi byter ut b mot —b far vi det
som da kallas andra kvadreringsregeln, alltsa

(a —b)?* = a® — 2ab + b°.

Att ga fran vansterled till hogerled brukar ofta vara latt, men det &r minst lika viktigt att kunna
gora omskrivningar fran hogerled till vansterled.

Exempel 1.8.1. Faktorisera uttrycket 22 — 2z + 1.

Lésningsforslag. Har kan vi direkt anvinda andra kvadreringsregeln "baklinges” (med a = = och
b=1). Vi far

22 =2 +1=(z—1)> O
Exempel 1.8.2. Faktorisera uttrycket z3 + 42 + 4x.

Losningsforslag. Vi borjar med att bryta ut = eftersom x finns i alla termer i uttrycket,
3 2 _ 2
x® +4x” + 4o = x(x® + 4z + 4).
Nu kan vi anvédnda forsta kvadreringsregeln ”baklénges”, vilket ger

z(z? + 4o +4) = z(z +2)% O

Exempel 1.8.3. Ett fiffigt siatt att berdkna kvadraten av vissa tal ar att skriva om talet som
summan (eller skillnaden) av tva tal vars kvadrater ar litta att berdkna. Vi illustrerar med att
beriikna kvadraten 1012. Med omskrivningen 1012 = (100 + 1)? ger kvadreringsregeln

101% = (100 + 1)® = 100% + 2 - 100 - 1 + 1% = 10000 + 200 + 1 = 10201.

1.8.2. Konjugatregeln
Ett annat specialfall &r d& man multiplicerar summan av tva tal med deras differens. Det ger
konjugatregeln
(a+b)(a—0b) =a*>—ab+ba—b* = a® —b°.
Exempel 1.8.4. Skriv om uttrycket (2z + y)(2z — y) med hjilp av konjugatregeln.
Losningsforslag. Vi tillampar konjugatregeln och far
(20 +y)(20 — y) = (20)2 — y? = 42? — 2. 0

Sammanfattningsvis har vi féljande rédkneregler:

(a+b)? =a® + 2ab + b? (forsta kvadreringsregeln)
(a —b)? = a® — 2ab + b? (andra kvadreringsregeln)
(a+b)(a—10b)=a®—b? (konjugatregeln)

Exempel 1.8.5. Forkorta uttrycket

43 + 42? + x
4z2 -1

s& langt som mojligt.
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Lésningsforslag. For att kunna forkorta maste vi forst faktorisera téaljaren och ndmnaren. Alla
termer i téljaren innehéller x, sa vi kan borja med att bryta ut z i tiljaren. Vi far
423 + 42 + & x(4a® +4a +1)
422 -1 42?21

Forsta kvadreringsregeln kan anvéndas i tdljaren och konjugatregeln kan anvindas i ndmnaren sa

att
r(4a? + 4z + 1) r(2x + 1)2

422 — 1 2+ 1)(2z—1)
Hér ser vi att det gar att forkorta med (2z + 1) eftersom det &r en faktor som finns bade i téljaren
och i ndmnaren. Detta ger oss
r(2x+1)?% z(2x+41)

2x+1)(2z—1) 2¢ —1

Hur vet vi da att vi &r klara? Jo, bade téljare och ndmnare ar faktoriserade sa langt som mojligt
och vi kan inte hitta nagra fler gemensamma faktorer. O

1.8.3. Forenkling av briak dir tidljare och ndimnare dr komplexa tal

En tillampning av konjugatregeln &r att skriva om brak av komplexa tal. For z = x + iy definierar
vi komplexkonjugatet z, eller ibland kallat endast konjugatet, till z som

zZ=x—1y.

Lat oss med konjugatregeln berdkna multiplikationen av ett komplex tal med dess konjugat.
Exempel 1.8.6. Lit z =4+i. Dddr 2 =4—ioch z-z2 = (4+1i)-(4—i) =42 —i? =42 +12 = 17.

Notera att resultatet blev ett reellt tal—detta eftersom imaginéra enheten ¢ endast kommer
med i kvadrat. Mer allmént géller

z-z2=(a+ib)-(a—ib) = a® — (ib)? = a® — (i)** = a® — (=1)b® = a® + V°.

Produkten av de tva komplexa talen z och z ar alltsa alltid ett positivt reellt tal. Enligt Pythagoras
sats motsvarar vz - Z = Va2 + b? avstandet mellan talet z och origo i det komplexa talplanet.

Lat nu z = a + bi vara ett nollskilt komplext tal. Vi ska visa hur man kan skriva om 1/z pa
formen ¢+ di, dar ¢ och d &r reella tal. Idén ar att forlanga braket 1/z med konjugatet till z for
att fa en reell ndmnare.

1 1.z  a—-bi a b

z zoé_(a2+b2)_a2+62_a2+b2z'

Vi har alltsé lyckats skriva 1/2 pa formen ¢ + di dér ¢ = 5457 och d = _Tib? ar reella tal.

1
Exempel 1.8.7. Skriv 23 pa formen a + bi, dir a och b &r reella tal.
i

Lésningsforslag. Konjugatet till 2 + 3¢ &r 2 — 3i. Vi forldnger braket med konjugatet och far

1 2—3i 2-3i _2-3i _2 3. .
243 (2+3i)-(2—3i) 22-(3i))2 4+9 13 13"

Nésta exempel visar hur vi med samma metod kan skriva om det tal man far fran division av
ett komplext tal med ett annat pa formen a + bi.

- pa formen a + bi.

4
Exempel 1.8.8. Skriv ————
P 142
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Lésningsforslag. Konjugatet till nimnaren 14 /2i dr 1 —+/2i. Vi forlinger braket med konjugatet
och forenklar. Det ger

44 (4+1) (1—V20) 440 —4v2i — /20

T+V2i (14+v2i) (1-V2i) 1 (vai)’

Ytterligare forenklingar ger

A4i—4V2i+v2 A+ V2+(1-4V2)i 442 1-4V2
1—(-2) N 3 T3 tTa3*

O

Detta illustrerar inte bara hur division med komplexa tal hanteras. Eftersom samma metod
for division av ett komplext tal med ett annat nollskilt komplext tal alltid ger ett nytt komplext
tal framgar det ocksa att méngden av de komplexa talen férutom talet 0 &r slutna under division.

Ovningar 1.8

1. Berdkna 1002 - 998 med hjilp av konjugatregeln.
2. Forkorta foljande uttryck sa langt som mojligt.

(a) x+x2+xy
a) ——— ' =J
1+z+y
22 — g2
22 + 20y + Y2
25 — 22
T —5

(b)

()

2,4 442
(d) d*=z2g

3. Lat z = 3 + 44. Berdkna z - Z.
4. Skriv om ﬁ pa formen a + bi, diar a och b &r reella tal.

+1

pa formen a + bi.

4
5. Skri
TV 7

6. Forenkla it 61.
21

7. Faktorisera uttrycken 22 4+ 1 och 22 4+ y2. Anvind komplexa tal.

8. Lat z = a + bi och w = ¢ + di vara godtyckliga komplexa tal. Avgor vilka av foljande
pastaenden som stammer:

+ Z
(e) z+w=2Re(z) +2Re(w) — z —w
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KAPITEL 2
ALGEBRA, KOMBINATORIK OCH LOGIK

Forsta delen av detta kapitel behandlar polynom, dar vi bland annat noggrant gar igenom hur
polynomekvationer av grad tva kan 16sas. Via divisionsalgoritmen foér polynom nar vi fram till
den grundldggande faktorsatsen.

Kapitlet omfattar &ven ett avsnitt om sa kallade kombinatoriska problem, samt ett kortare
avsnitt om méngder och om logiskt resonemang.

2.1. Polynom och polynomekvationer

Ett linjart uttryck i variabeln x kan skrivas pa formen ax + b dér a och b ar konstanter och a # 0.
D4 forekommer x med exponent 1 men inte med nagon hogre exponent och uttrycket kallas ett
forstagradsuttryck.

En forstagradsekvation, oftast bendmnd en linjar ekvation, for variabeln x ar en ekvation som
kan skrivas pa formen ax + b = 0 dér a ar nollskilt. Till exempel ar ekvationen 4o —2 =z + 7 en
linjar ekvation, eftersom vi kan subtrahera x + 7 fran bada leden och fa 3x — 9 = 0. Losningen
till en forstagradsekvation axz + b = 0 4r = —b/a vilket vi far efter att ha subtraherat b fran
ekvationens bada led och sedan dividerat bada leden med a. Lésningen till ekvationen

3z—-9=0

ar alltsd z = 9/3 = 3.

Vi kan verifiera att detta svar ar korrekt genom att testa om x = 3 uppfyller den ursprungliga
ekvationen 4x — 2 = x + 7. Detta gors genom att sétta in x = 3 dels i vénsterled och dels i
hogerled wvar for sig och sedan kontrollera att det blir samma tal. I vart fall blir véansterledet
4 -3 —2 =10 och hogerledet 3 4+ 7 = 10, sa 16sningen &r korrekt. Ta for vana att kontrollera med
insdttning att du fatt ratt 16sning.

En andragradsekvation har den allménna formen az? 4 bx + ¢ = 0, déir a, b och ¢ ér konstanter
och a # 0. P4 liknande sitt har en tredjegradsekvation den allménna formen ax>4bx? +cx+d = 0,
dér a, b, c och d ar konstanter och a # 0. Innan vi diskuterar 16sningar till dessa, samt ekvationer
av hogre grad introducerar vi begreppet polynom.

2.1.1. Polynom

Ett polynom p(x) av grad n i en variabel x dr ett uttryck som kan skrivas pa formen
p(z) = anz" + ap_12" '+ ap_0z™ 2+ 4 ax2® + a1z + ao,

dar a, # 0 och dir n ar ett naturligt tal. Polynomets koefficienter ar konstanterna ag, ai, ..., ay.
Dessa ar tal, de kan vara reella tal, komplexa tal eller bara heltal — vilket man nu bestdmmer sig
for. Man kan givetvis dopa variabeln till nagot annat &n x.

Exempel 2.1.1. Polynomet p(z) = 22° — 1 #r av grad fem med heltalskoefficienter as = 2,
ap = —1 och a4 = az = az = a; = 0. Uttrycket g(x) = v/2 ér ett polynom av grad noll med reella
koeflicienter.
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Multiplicerar man ett nollskilt polynom i x av grad n med ett annat annat nollskilt polynom i
x av grad m sa kommer det resulterande polynomet att ha grad m + n.

Exempel 2.1.2. Polynomet (23 + ) - (22 + 2 + 1) har grad fem eftersom 3 + 2 = 5. Lés oss
verifiera detta genom att utféra multiplikationen.

(@B +z) (@Prz+) =2 @ +z+D)+z (2 +x+1)
::c5—|—m4—|—:1:3+:v3+:1c2+x:x5+x4+2x3+x2+x,

vilket mycket riktigt ar ett polynom av grad fem.

Kuriosa. Det ér frestande att tro att polynomet p(z) = 0 har grad noll, men ett polynom som
har grad noll maste enligt definitionen ha en nollskild konstantterm. Graden for nollpolynomet ar
darfor odefinierat. I hogre matematik later man vanligtvis nollpolynomet fa graden —oo ("negativ
oéandlighet”) da denna konvention gor att rdkneregler for polynoms grad blir konsekventa.

Vad hénder da med graden vid addition eller subtraktion av tva polynom? Graden av summan
eller differensen av tva polynom kan aldrig bli storre d&n graden av det polynom som har hogst grad.
Men vad gradtalet blir beror faktiskt pa hur koefficienterna ser ut. Om hégstagradskoefficienterna
tar ut varandra s& minskar onekligen det resulterande polynomets grad.

Exempel 2.1.3. Polynomet
(52° 4222 + 1) + (82* —T2® —z) = 52° + 82" — T2 + 227 —x +1

har grad 5, polynomet
(52° 4 22% 4+ 1) 4 (=52° + 2?) = 32° 4+ 1

har grad 2 och polynomet
(52° 4 22% + 1) — (52° + 22%) =1

har grad 0.

En polynomekvation ar helt enkelt en ekvationen som kan skrivas pa formen p(z) = 0, dér p(x)
ar ett polynom. Ekvationen dr en n:te-gradsekvation om polynomet har grad n. Vi ska noggrant
ga igenom hur man l6ser andragradsekvationer med reella koefficienter for att senare diskutera
l6sningar till polynomekvationer av hogre grad. Ofta kallas 16sningarna till en polynomekvation
for rétter och vi kommer bland annat se hur méanga rétter en polynomekvation kan ha.

Notera att dven losningar till andra typer av ekvationer ibland kallas rotter, men det &r
vanligare just for polynomekvationer. Ibland anvénds en nédgot annorlunda terminologi, enligt
vilken ett polynom p(z) sigs ha rotter. Det som dd menas dr polynomets nollstéllen, det vill sdga
l6sningarna till ekvationen p(z) = 0.

2.1.2. Losningen till en andragradsekvation med reella koefficienter

I detta avsnitt ska vi finna en metod for att 16sa allménna andragradsekvationer med reella
koefficienter genom att anvéanda sa kallad kvadratkomplettering. Vi borjar med att betrakta ett
specialfall, ndmligen ekvationen

2?2 —a=0,

vilken inte innehéller ndgon férstagradsterm. Vi skriver om ekvationen till

IL'2:(1.

Om a > 0 &r 16sningarna till ekvationen z = /a och 2 = —+/a, eftersom \/a’ = a och (—v/a)’ = a.
Nér a = 0 har vi bara 16sningen = = 0.
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Exempel 2.1.4. Ekvationen 22 — 16 = 0 kan skrivas som 22 = 16 och har darfor lésningarna

z=+16 =4 och z = —/16 = —4.

Om a = —1 far vi ekvationen z? = —1, som vi léste i Avsnitt genom att inféra den
imagindra enheten ¢. Losningarna for denna ekvation &dr da ¢ och —i. For godtyckligt negativt a,
s& ges losningarna till 2 = a av x; = iv/—a och x5 = —iy/—a. Detta kontrolleras litt genom att

satta in dessa virden istallet for z i ekvationen:
(i\/—a)2 =2 V—a’=-1- (—a)=a
och
(~iv=a)® = (—)?- (V=a)’ = ~1-(~a) =a.

Notera att om a < 0 sd dr —a ett positivt tal, si det som star innanfor rottecknet ar positivt.

Exempel 2.1.5. Ekvationen 22 + 5 = 0 kan skrivas som 22 =

T = 72\/5

—5. Lésningarna ar 1 = ¢v/5 och

Nu ska vi anvdnda denna insikt till att 16sa mer allménna andragradsekvationer. Knepet ar
att skriva om en ekvation az? + bx + ¢ = 0 s& att den liknar de vi just 16st, ndmligen nigot med
en kvadrat i ena ledet och en konstant i det andra. Sag till exempel att vi vill 16sa ekvationen

2?2422 —-3=0.
Vi bérjar med att addera 3 till bada led av ekvationen och far
x? 4+ 2z = 3.

Genom att lagga till en lamplig konstant ska vi skriva om hela vénsterledet som en kvadrat.
Notera att kvadraten (x + 1)? = 22 + 22 + 1 ger oss termerna x? och 2z, vilket dr de x%- och
x-termer som vi har i ekvationen. Denna kvadrat ger dven konstanten 1, sa vi véljer att ligga till
1 i bada led i ekvationen:

P +2r+1=3+1

Viansterledet &r nu kvadratkompletterat och ekvationen kan skrivas
(z+1)* =4.

Vi har hér lyckats aterfora var urspungliga ekvation pa en form som liknar de vi 16ste ovan. I
vénsterledet har vi ett uttryck vars kvadrat ar 4. De tal vars kvadrat ar 4 ar talen —/4 och v/4.
Alltsa har vi att

(4+1)=vV4=2 eller (z+1)=—-Vd=-2

vilket mer kortfattat kan skrivas (z 4+ 1) = £v/4 = £2. Slutligen subtraherar vi 1 frin bada led
och far
r=2—-1=1 ellr z=-2-1=-3.

Detta ar ekvationens tva losningar. Kontrollera rétterna genom insdttning.

D4 tar vi itu med det allménna fallet: att l6sa en andragradsekvation az? + bz 4 ¢ = 0 med
reella koefficienter dér a # 0. Eftersom a ar skilt fran noll kan vi dela ekvationens bada led med
a. Det géller alltsa att losningarna till ekvationen

ar? +bx+c=0

dr desamma som losningarna till ekvationen

b
xz—l—fas—i—E:O.
a a
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Nér vi ska 16sa en andragradsekvation ricker det darfor att hitta en metod for att 16sa ekvationer
av typen
22 +pr+q=0.

Denna léser vi pa samma sétt som i det exempel vi just gick igenom. Vi subtraherar forst ¢

fran bada led och far att
2 4 pr = —q.
Vi forsoker nu samla z2 + pz i en kvadrat. Notera att kvadraten (gc + 5)2 =22 +pr+ (g)2
2

.. .. .. o .. o 2
stimmer Sverens med vinsterledet 22 4 px s nér som pa konstanttermen (5) .

For att kompensera konstanttermen adderar vi denna till bada led av ekvationen. Med denna
komplettering av kvadraten far vi

oo 3 0 2
I“”H(z +\3)

dér vénsterledet kan skrivas som en kvadrat enligt

(s+5) =0+ (5) "

Dérmed har vi ndgot i kvadrat som ska vara lika med talet i hogerled.
Om hoégerledet ar storre én eller lika med noll, det vill siga om (%) 2 q > 0, dr denna ekvation

uppfylld precis da
T + - = j:\/

Genom att subtrahera £ fran bada led far vi de reella losmngarna

S

Denna formel brukar kallas pg-formeln. )
Om hogerledet diaremot &r negativt, det vill sdga om g — (g) > 0, ar ekvationen uppfylld

precis da
z —I— - ==xi4/q

Genom att subtrahera £ fran bada led far vi de komplexa l6sningarna

r=Lanfi-(2)"

Det ar inte rekommenderat att ldra sig dessa formler utantill. I ndgra av exemplen som foljer
ges 16sningsforslag dér pg-formeln anvénds for att ldsaren ska kénna igen sig fran gymnasiestu-
dierna, men ldsarens fokus bor vara pa att forsté 16sningsforslagen dar x 16ses ut med hjalp av
kvadratkomplettering. Metoden att kvadratkomplettera ett andragradsuttryck &r anvindbar &dven
i andra sammanhang.

Exempel 2.1.6. Loés andragradsekvationen 22 + 2 — 2 = 0 med hjilp av pg-formeln och sedan
med hjalp av kvadratkomplettering. Kontrollera 16sningarna genom inséttning.

Lésningsforslag 1. Vi sétter in p = 1 och ¢ = —2 i pg-formeln och far att

:_i¢______i¢__i¢ Lat

vilket ger rotterna z = 1 och x = —2.

Vi kontrollerar att vi har raknat ritt genom insdttning: x =1 ger VL =12+1-2=0= HL
ochz = —2ger VL = (-2)?2 + (-2) —2 =0 = HL, diir VL och HL betecknar viinster resp.
hogerled. O
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Lésningsforslag 2. Vi skriver om ekvationen som
24z =2

22 + z kan vi samla i kvadraten (az + %)2 =a2+z+ i, dar % i parentesen ar vald som halva
koeffiecienten framfor z-termen. Genom att lagga till % till ekvationens bada led far vi

1 1
2
g -
° +x+ 2+

)9
2/ 4

De tal vars kvadrat ar lika med % ar :I:%, alltsa ar

vilket kan skrivas

T+ - =x-
eller
1 3
=_—-+=
T
Losningarna till var ekvation ar alltsa z = 1 och x = —2, vilket stimmer med resultatet vi fick
ovan. O

I nésta exempel ger vi tre olika lésningar.
Exempel 2.1.7. Loés ekvationen 322 — 5z = 0.

Lésningsforslag 1. Forst dividerar vi hela ekvationen med 3 och far 22 — (5/3)x = 0 som vi loser
med pg-formeln (observera att ¢ = 0):

2 2

x:?i (52/3>2_5/3i5/3

Alltsa &r = 5/3 och = = 0 ekvationens losningar. (Losningarna kontrolleras lampligen genom

inséttning i den ursprungliga ekvationen.) O
Lisningsforslag 2. Vi delar ekvationens bada led med 3 och far 22 — Sz = 0. Termerna 22 — 3x i
vénsterledet kan samlas i kvadraten (a: — %)2 =2% - %x + 3—2. Dérfor adderar vi % till bada led
och far
2 — o+ % _
3 36 36
som ger att
5\° 25
53
De tal vars kvadrat &r % ar :t%. Losningarna ar déarfor % + %, alltsa x = % och x = 0. O

Lésningsforslag 3. Det finns ett annat mycket smidigare sétt att 16sa ekvationen 322 — 5z = 0.
Notera att det inte finns nagon konstantterm i ekvationen. Det gor att vi kan faktorisera
viinsterledet enligt 322 — 5z = x(3z — 5). Om detta uttryck ska vara lika med noll s méste
antingen x vara noll eller si méste (3z — 5) vara noll. Alltsd &r l6sningarna x = 0 och = = 2. (Vi
ska se mer om faktorisering i nésta avsnitt.) O

Exempel 2.1.8. Los ekvationen 22 4z + 1 = 0.
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Lésningsforslag 1. Vi skriver om ekvationen som 2 + 2 = —1 och sedan som

a:—&-l 2——1-4-1
2/ 4

via kvadratkomplettering, det vill sdga
+12 3
r+=] =—-.
2 4

De tal vars kvadrat dr —3/4 &r iv/3/2 och —iv/3/2. Det giller alltsa att

1 iv/3
—=4+—.
T+ 5 B)
Lésningarna blir x = —% + % och r = _% - 1\2/5 =

Losningsforslag 2. Om vi forsoker anvanda pg-formeln far vi det felaktiga uttrycket

1 3
r=—=+ [(-2) 1= -+ /i. [ej korrekt].
2\ 72 27V 4 '

Detta &r omojligt eftersom vi inte kan ta kvadratroten av ett negativt tal. D& maste vi dra oss
till minnes att formeln &r lite annorlunda i det fall att l6sningarna inte blir reella. Byter man
tecken ”inne i” kvadratroten och multiplicerar denna med 4 s& blir det korrekt. Losningarna &r

1 3 1 i3
— T4yl = Y
v 2Z¢: 27 2 =

En forstagradsekvation har exakt en 16sning, medan en andragradsekvation har som mest tva
16sningar. Ibland kan en andragradsekvation ha endast en 16sning—till exempel har 22 = 0 bara
l6sningen = = 0. Som vi har sett finns det andragradsekvationer som saknar reella 16sningar, till
exempel 2 + 1 = 0 eller 22 + 2z 4+ 1 = 0 frdn exemplet ovan, men d& finns alltid tva komplexa
l6sningar vilka dr varandras komplexkonjugat. I allménhet géller det att en n:te-gradsekvation
har som mest n l6sningar.

Kuriosa. Det finns 16sningsformler dven for polynomekvationer av grad tre och fyra, men de ar
komplicerade. For godtyckliga polynomekvationer av grad fem eller hégre saknas 16sningsformler
som bara innehéller de fyra riknesétten och roturdragningar. Detta visades av norrmannen Niels
Henrik Abel (1802-1829).

Vi aterkommer strax till polynom och polynomekvationer av hogre grad, men forst ska vi ta
en titt pa division av polynom.

Ovningar 2.1

1. Ar 3 ett polynom?

2. Finn losningarna till ekvationen p(x) = 0, dar
(a) p(z) =2+ 2 +1
(b) p(x) =322 +22x -5
(¢) p(z) = (3 —z)(4+x)

3. Hur manga reella rétter har f6ljande polynom?

(a) 3z +2
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(b) 2% -2z -3
(c) 2> +4x+5

4. Ordna polynomen efter deras grad, fran hogst till lagst:

(a) p(z) = 22(3z +5) + (2> + . + 1)
(b) p(z) = (22 — 22)% — (2* — 423)
(c

(d) p(x
(e

5. Los ekvationerna

(322 +22 —5) — 2z +1)2 + (x + 1)?

r(r+2)? —2%(x +2) — 222 — 42

) p(z) =
) plx) =
) p(z) = — (322 +1)% — 725
) p(x) =
) plz) =

(a) 322 + 11z = —x + 15
(b) 11a? + 7z +1/2 =224z
(c) 22+ 2 +17=6x —3/2
6. Bestam villkor pd a saddant att p(z) = 0 har tva reella rotter:
(a) p(z) = —2% + 3z + 9a
(b) p(x) = 52% — Tz — 3a

7. Léat p(z) = 2% + 2. Hur manga komplexa rotter har p(z)? Hur ménga reella rotter har det?
Hitta alla rotter till p(z). Kan ett polynom ha fler reella &n komplexa rétter?

8. (Svdrare) Lat p(z) = 4iz® — 1222 + 5iz — 15. Hitta alla dess rétter.

9. (Svdrare) Visa att om p(z) = ax? + bx + ¢, dir a # 0, sd &r rotterna till p(z) = 0 lika med
—btvb2—4ac
2a :

2.2. Polynomdivision och faktorsatsen

I det hér avsnittet ska vi studera division av polynom och hur det hidnger ihop med faktorisering
av polynom. Det leder till faktorsatsen, ett viktig resultat om relationen mellan faktorer i ett
polynom och polynomets nollstéllen. Slutligen ska vi se pa en metod som kan hjélpa oss att 16sa
vissa tredjegradsekvationer.

2.2.1. Polynomdivision

Vid heltalsdivision p/q i avsnitt sokte vi kvoten k och resten r sadana att p = kq + r, med
0 <r < ¢. Om vi vill dividera polynomet p(x) med polynomet ¢(z) (3 0) kan vi pd motsvarande
séitt skriva

p(z) = k(x) - q(x) + r(z).

Polynomet k(x) kallas for kvoten, polynomet r(z) ar restpolynomet och polynomet g(x) kallas for

divisorspolynomet. Kravet pa r(x) dr att dess grad ska vara mindre dn graden pa divisorn g(x).
Da blir kvoten k(x) och resten r(x) unikt bestdmda. Sambandet ovan kan foérstas dven skrivas

p(x) r(z)

—L =k(z) + ——.

@)+ @)

Om r(z) = 0 dr p(x) delbart med g(x) och polynomdivisionen p(x)/q(z) gar jamnt ut. D& &r

p(x) = k(x)q(x) och vi siger att k(x) och ¢(x) &r faktorer i polynomet p(x).
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2.2.2. Divisionsalgoritmen for polynom

L&t oss nu ga igenom divisionsalgoritmen fér polynom. Metoden illustreras lattast genom ett
konkret exempel.

Exempel 2.2.1. Dividera p(x) med ¢(z) dir p(z) = 223 + 22 + 22 + 6 och q(x) = 22 + 4. Vad
blir kvoten och vad blir resten?

Lésningsforslag. Vi vill finna k(x) och r(x) sd att p(z) = k(x) - ¢(x) + r(x) och dér r(x) har ligre
grad dn q(x).

Vi bérjar med bestimma hur manga ginger hogstagradstermen i divisorn g(z), ndmligen 22,
"far rum i”, eller "kan dras bort frin”, hogstagradstermen i p(x), som #r 2z3. Det blir 2z gdnger,
ty genom att multiplicera ¢(z) med 2x far vi ett uttryck vars hogstagradsterm 6verensstimmer
med p(x):s hogstagradsterm. Detta ger oss

p(z) — 27 - q(z) = (22% + 2% + 22 + 6) — (22° + 8x) = 2% — 62 + 6,

vilket ockséd kan skrivas
p(z) =2z - q(x) + (2% — 62 + 6).

Men detta ir inte pa den form vi dr ute efter, eftersom 22 — 6z + 6 inte har ligre grad &n
q(x)). Vi fortsdtter och bestimmer hur manga ganger hogstagradstermen i divisorn ¢(z), vilken
fortfarande &r 22, kan dras bort frin hogstagradstermen i 22 — 62 + 6. Det blir endast 1 ging. Vi
ser att

(22 =62 +6) —1-q(x) = (2> =62 +6) — 1 - (2? +4) = —62 + 2,

det vill sidga
(2% —6x+6) =1-q(zx) — 62 + 2.

Nu kommer vi inte liingre eftersom resten —6z + 2 har liigre grad én divisorn x2 + 4. Jimfor med
division av heltal: nér resten blivit mindre 4n det man delar med kommer man inte ldngre. Vid
division med heltal ska resten vara ett heltal som dr mindre &n divisorn, vid polynomdivision ska
resten vara ett polynom med ldgre grad &n divisorn.

Vi sétter samman resultaten och far

p(z) =22 - q(z) + (2% — 62 +6) = 2z - q(x) + 1 - q(x) — 62 + 2 = (22 + 1)q(x) — 62 + 2.

Det betyder att kvoten k(x) = 2x + 1 och resten r(z) = —6x + 2.
Man kan utféora polynomdivision med "liggande stolen” eller ”trappan” om man sa vill.
Rékningarna vi utfért ovan kan sammanstéllas i trappan pa foljande satt:

20+ 1
x2+4 223 + 22 +22+6
— (223 + 8z)
22 —6x+6
—(=z*  +4)
—6x + 2

Alltsa ar
20° + 22 + 224+ 6= (22 +1)- (2 +4) — 62 + 2. O

Nu visar vi ett exempel dir rdkningarna gors i trappan steg for steg med forklaringar.
Exempel 2.2.2. Utfér polynomdivisionen p(x)/q(z) dir p(z) = 2° + 2z + 3 och ¢q(z) = x + 1.

Lésningsforslag. Vi ritar upp trappan och placerar in p(x) och g(z).
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z+1 |23 +2x+3

Férsta steget ér att overst i trappan ange hur manga ganger x (fran z+1) gari 22 (fran 23 +22+3),
vilket #r 2 génger. Vi ska dra bort 2%(z + 1) = 23 + 22 frén 23 + 22 + 3, en beriikning som vi
staller upp under trappan.

2

r+1 x3 +2xr+3
—(2% +2?)
—22 422 +3

Vi har alltss tagit hand om hogstagradstermen i 23 4 22 + 3 och har fatt fram att 22 + 2z + 3 =
2?(x + 1) + (=2 + 22 + 3). Vi ér inte klara eftersom det resterande polynomet —x? + 22 + 3 har
hégre grad dn z + 1. Vi fortsitter med polynomdivision av —2% + 2z + 3 med x + 1. I detta steg
fokuserar vi pA x?-termen. Vi kontrollerar hur ménga ganger = gar i —a2, vilket &r —x génger,

och subtraherar —z(z + 1) = —2% — 2 frén —2? + 2z + 3.
2? —x
z+1 z3 +2x+3
(2 + 2?)
—22 422 +3
(2 a)
v+

Slutligen utfér vi polynomdivision av 3x + 3 med x + 1. Kvoten &r da 3 och i far foljande:

22—z +3
r+1 x> +2x+4+3
— (23 + 2?)
—224+ 22 +3

—(—a?—x)
3z + 2
—(3x +x)

0

Eftersom polynomdivisionen gick jaimnt ut (vi fick resten noll) s &r 2 + 1 en delare till 23 +2x + 3.

Vi har alltsa att

34+ 92x+3
A . S
r+1

Detta kan #iven skrivas som 23 + 2z + 3 = (z + 1)(2? — x + 3), vilket ger en faktorisering av
polynomet p(z). O
2.2.3. Faktorsatsen

Lat p(z) vara ett polynom av grad n. Om det finns en faktor (x — a) i polynomet kan man bryta
ut denna faktor och skriva p(x) = (z — a)q(z) dér ¢(x) ar ett polynom av grad n — 1. Vi ser da
att a ar ett nollstélle till p(x) eftersom

oavsett virdet pa g(a).

Exempel 2.2.3. Polynomet p(z) = 22 — 4 kan faktoriseras med hjilp av konjugatregeln, vi har
juatt p(z) = 22 —4 = (z — 2)(z + 2). Alltsd ir 2 och —2 nollstéillen till polynomet p(x).
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Vi ska nu visa att d&ven det omvénda géller, det vill sdga att om a &ar en rot till ekvationen
p(z) = 0 f6r nagot polynom p(x), sd &r (z — a) en faktor i polynomet. Enligt Avsnitt om
polynomdivision ar

p(z) = k(z)(z —a) + r(z),

dér r(z) ar ett polynom av grad noll eftersom det ska ha ldgre grad &n divisorn (z — a). Men ett
polynom av grad noll dr en konstant, sig ¢, sa att r(z) = ¢ for alla z. Eftersom vi har antagit att
a &r ett nollstélle till p(z) sd r p(a) = 0. Anvénder vi uttrycket ovan erhaller vi

0=p(a) =k(a)(a—a)+r(a) =k(a)-0+c=c.

Alltsé &r konstanten ¢ = 0 och darmed har vi likheten p(x) = k(z)(x — a). Vi ser att (z — a) ar
en faktor i polynomet (polynomet ar delbart med (z — a)) och har ddrmed bevisat den sa kallade
faktorsatsen:

Sats 6. (Faktorsatsen) Uttrycket (x — a) &r en faktor i polynomet p(z) om och endast om a &r
en rot till polynomekvationen p(z) = 0.

Uttrycket om och endast om innebér ekvivalens, vilket betyder att vi har visat pastdendet "at
bada héllen”: om a &r en rot till p(x) = 0 sd ar (x — a) en faktor i polynomet OCH om (z — a) ar
en faktor i polynomet sa ar a en rot. Enligt faktorsatsen &ar alltsd problemet att finna losningar
till en polynomekvation ekvivalent med problemet att finna forstagradsfaktorer i ett polynom.

Exempel 2.2.4. Polynomet p(z) = 52% — 32® — 2z ir delbart med faktorn (z — 1) eftersom 1 ér
ett nollstélle till polynomet (kontrollera detta). Aven 0 &r ett nollstélle till p(z) och alltsa &r p(x)
aven delbart med (z —0) = x.

Exempel 2.2.5. Lat p(z) = 2® — 322 + 4. Los tredjegradsekvationen p(x) = 0 med hjilp av
faktorsatsen.

Lésningsforslag. Om vi kan finna en heltalsrot till p(z) genom att prova oss fram, sa kan vi dérefter
utfora polynomdivision med motsvarande faktor for att déarefter 16sa den andragradsekvation
vi da far. Vi provar oss fram och ser att x = 2 &r en losning till ekvationen eftersom p(2) =
23 —3.22 +4 = 0. Det betyder enligt faktorsatsen att (x — 2) ér en faktor i polynomet, vilket
innebér att polynomet &r delbart med (x —2). Med polynomdivision, vars steg vi inte redovisar hér,
far vi p(z) = (z — 2)(22 — x — 2). Ekvationen 22 — z — 2 = 0 &r en vanlig andragradsekvation med

l6sningarna x = —1 och x = 2, vilka dédrmed &ven &r 16sningar till den ursprungliga ekvationen.
Alltsa har var ekvation 16sningarna x = —1 och = 2, dér den senare ar en dubbelrot. Polynomet
kan skrivas som p(z) = (z + 1)(z — 2)%. O

Utifran faktorsatsen kan vi dven visa att en polynomekvation p(z) = 0 av grad n som mest
kan ha n roétter. Om a; ar en rot sa géller ju att

p(x) = k(z)(z — ar)

dér polynomet k(x) ar av grad m — 1. Lat ag vara en annan rot. D& géller det att p(az) =
k(az)(az — a1) = 0, vilket medfér att k(az) = 0 och enligt faktorsatsen &r (x — ag) en faktor i
k(x). Det ger

p(x) = l(z)(z — az)(x — a1),

dér I(z) ar ett polynom av grad n — 2. For varje rot a; till ekvationen p(x) = 0 far vi en
motsvarande faktor (z — a;) av grad ett. Eftersom p(z) har grad n foljer det att det inte kan
finnas fler faktorer &n n stycken av grad ett, vilket visar att det som mest finns n rotter.
Daremot foljer det inte fran detta argument att det alltid finns n rétter. Faktoriseringen av
ett polynom kan innehalla en faktor "flera ganger”, det vill sdga upphdjd till ett heltal m storre
&n 1, precis som i exemplet ovan dér ett tredjegradspolynom har endast 2 nollstéllen. Rdknar
man rotterna med multiplicitet m (i exemplet rdknas da nollstéillet 2 tva ganger) och tar med
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alla komplexa rotter finns det exakt n stycken. Men att visa det krdver mer &n vad vi far fran
faktorsatsen, ndmligen Algebrans fundamentalas enligt vilken varje polynomekvation av grad > 1
har (minst) en komplex rot Det ar dock knepigare att visa och inget vi kan ta itu med hér.

Exempel 2.2.6. Man vet att 1 och 3 &r rotter till ekvationen x2 + ax + b = 0. Bestdm a och b.

Losningsforslag. Enligt faktorsatsen &r (x — 1) och (z — 3) faktorer i 2% +ax +b, sd 2% +ar +b =
l(z)(z — 1)(x — 3) = I(z)(2? — 42 + 3) for ndgot polynom I(x). Om gradtal och koefficienter ska
stimma overens ser vi att polynomet [(z) inte kan vara nagot annat &n konstanten 1, si att
2?2 +ax +b=12?—4r + 3. Alltsd maste a = —4 och b = 3. O

2.2.4. Hur man finner rationella rotter

Oftast ar det omojligt att gissa sig till en rot till en polynomekvation f(z) = 0, men det finns
en metod fiffig metod for att finna eventuella rationella rétter till polynomekvationer med
heltalskoefficienter. Vi visar hur detta fungerar med ett exempel.

Exempel 2.2.7. Lat f(z) = 2% — 62% + 11z — 6. Finn alla rationella rotter till ekvationen
f#)=0.

Losningsforslag. Vi antar att vi har en rationell rot = £ till ekvationen f(z) =0, dir 2 &r ett

maximalt forkortat brak. Da géller att

3 2
(p> —6(p> +112 6=
q q q

Om vi multiplicerar bada led med ¢> far vi
p® — 6p°q + 11pg® — 6¢° = 0.
Vi adderar sedan 6¢° till bada led s& att
p* = 6p*q + 11pg* = 6¢°.
Vitsen med detta &dr att vi nu kan bryta ut p i vansterledet:

p(p? — 6pq + 11¢°) = 6¢°.

Eftersom vénsterledet hér ar delbart med p méaste d&ven hogerledet vara det. Vi antog att p och
q saknar gemensamma faktorer, ddrmed maste p dela 6. Téljaren p maste darfér vara nagot av
talen £1,4+2, £3 och +6.

P4 liknande sitt kan vi hitta méjliga virden pa ¢. Vi gor detta genom att subtrahera p3 fran
bada led i ekvationen

p® — 6p*q + 11pg* — 6¢° = 0,

vilket ger
—6p°q + 11pg® — 6¢° = —1-p°.

Nu kan g brytas ut i vénsterledet med resultatet
q(—6p” 4+ 11pg — 6¢°) = —1-p°.

Vénsterledet ar alltsa delbart med g och dérfor maste hogerledet ocksé vara det. Antagandet att
p och ¢ saknar gemensamma faktorer medfoér att ndmnaren ¢ maste dela —1, sa ¢ ar lika med +1.

*Denna rot kan forstas vara reell, det vill siga ha imaginirdel noll.
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Kombinerar vi alla varden pa p och ¢ far vi att %’ maste vara nagot av talen

=1 L= =L g=1
t=2 Z=-2 £=-2 =2
1=3 =3 =3 =3
8=, £ = -6, =8 = ¢, =0 =¢.

Alltsa, om det alls finns nagra rationella rotter till ekvationen f(x) = 0 sd ar det £1,4+2,£3
och/eller +6. Vi testar dessa genom insittning:

f(l) =0, f(_l) =—24, f(2) =0, f(_2) = —60,
£(3) =0, F(=3) = —120, £(6) = 60, F(=6) = —504.

De rationella rotterna till polynomekvationen f(x) =0 &r z =1, z = 2 och x = 3.
Att alla 16sningar dr heltal beror pa att hogstagradstermen i vart polynom har koefficienten 1.
Ga gérna igenom exemplet igen och se hur det hinger ihop. O

Mer allmént géller foljande sats.

Sats 7 (Satsen om rationella nollstéllen). Lat f(z) = ap2™ + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag vara ett
polynom med heltalskoefficienter. Om % ar en rot till f(z) =0, dar % ar forkortat sa langt som
mojligt, s& maste p vara en faktor i ag och ¢ en faktor i anm

Vi uteldmnar beviset, det utfors i princip pa samma sétt som vi resonerade i exemplet ovan.

Exempel 2.2.8. Lit f(x) = 23 + 22 + 2 + 1. Finn alla rationella 16sningar till ekvationen

f(x)=o.

Losningsforslag. Om polynomekvationen har en rationell rot g, maximalt forkortad, sa méste

det gilla att ¢ ir en faktor till koefficienten framfor 22 (som &r 1) och att p dr en faktor till den
konstanta termen (som ocksa &r 1). Alltsd dr de enda rationella tal vi behover testa
—1 1 1 —1

- =1 och —

11 o7 T

Inséttning ger
FO) =12 +12414+1#0 och f(=1)=(=1)®+(=1)2+(=1)+1=0.
Alltsd dr —1 den enda rationella roten till f(z) = 0. O

Lat oss hdr paminna om Exempel dér vi 16ste en tredjegradsekvation utifran att vi visste
en rot. Om man alltsa kan hitta en rot som é&r rationell kan de andra sedan bestdmmas som
nollstéllen till det andragradspolynom man far efter polynomdivision. Anvénd den metoden for
att bestimma 6vriga rétter till ekvationen 2% 4+ 22 + 2 + 1 = 0.

Vi slutar med ett exempel dér rationella rétter saknas.

Exempel 2.2.9. Lit f(z) = 82° + 2z + 6. Visa att ekvationen f(z) = 0 saknar rationella rétter.

Lésningsforslag. Om f(x) = 0 har en rationell rot p/q sa maste det gélla att ¢ ar en faktor till 8
och att p ar en faktor till 6. Mgjliga virden pa g ar darfor £1,+2, 4, £8 och mdjliga varden pa
p ar £1,4+2 + 3, 6. Detta ger

1 1 3 3 1 3

+1, 42, 43, +6, ig, ii’ 15, ii’ ig, ig

TSatsen séger dven nagot om de rationella lésningarna till en polynomekvation med rationella koefficienter. Om
M &r minsta gemensamma delare for koefficienternas nidmnare kan man bryta ut faktorn 1/M ur polynomet. Den
aterstdende faktorn ar ett polynom med heltalskoefficienter.
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som mojliga l6sningar. Lasaren kan—om talamodet réicker till—verifiera genom inséttning att
inget av dessa rationella tal dr ett nollstille till polynomet f(z). Alltsa saknar ekvationen f(x) =0
rationella rotter. O

Ovningar 2.2

1. Utfor polynomdivisionerna p(x)/q(x) dér

(x) =22 +2z+1ochq(x)=2—1,

r) = 32% + 222 — 52 + 7 och q(x) = 2% + 3,

x) = 3zt + 223 — 522 + 2 + 7 och q(z) = 22 — 32 — 1,
:E)—x +1ochg(z) =22 -2 +1,

) =a* — 23 + 2% + 2 och g(x) = 23 + 422 + 42 + 3.
x):x och g(z) = 5.

2. Visa med hjilp av faktorsatsen (utan att utféra polynomdivision) att p(x) = 2% — 6x + 4 ir
delbart med (z — 2).

3. Los ekvationen 3 + 22 — 22 — 2 = 0 med hjilp av faktorsatsen.
4. Finn alla heltalslosningar till ekvationen x* — 2°22 49 = 0.

5. Bestédm de viirden pa konstanten k fér vilka polynomet p(x) = 2% — kz + k? #r delbart med
(x 4 2) och ange kvoten.

6. Finn alla rationella rotter till 823 + 222 — 2 — 1 = 0.
7. Finn alla 16sningar till ekvationen (z — 1)(z — 2)(x — 3)(z — 4)(x — 5) = 0.

8. Visa att om A(z) och B(z) ar jamnt delbara med ¢(x), d& &r dven A(x) + B(x) jamnt
delbart med g(z).

9. Finn rotterna till foljande polynom genom att faktorisera:
(a) 22 —4
(b) 22 —6x+9
(c) o3 + 422 + 4x.

10. Polynom kan som bekant ocksd ha komplexa koefficienter. Hitta rétterna till 22 + ix.

11. Léat 22 + ax + b vara ett polynom. Vad ska koefficienterna a och b vara for att 2 och 5 ska
vara rotter till polynomet?

2.3. Linjira ekvationssystem

Det ska ordnas en fisketdvling och man vill beléna bade kvantitet och kvalitet. Man bestdmmer
sig for att utdela 20 poang per fisk och 10 poang per hekto.

En tdvlande som far 3 abborrar med vikterna tre, tva, och fem hekto far alltsa 3-20+ 3 - 10 +
2-1045-10 = 160 poédng, medan en tdvlande som endast far en tvahektosfisk far 1-2042-10 = 40
poang.

L&t oss nu betrakta en omvéand fragestillning: Anta att vi kdnner till vikten, antalet fiskar
och det sammanlagda antalet podng for tva tdvlande, men att vi inte vet hur manga podng det
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delas ut per fisk och inte heller hur mycket man far per hekto. Ség till exempel att tva fiskare
bada har fatt 20 poédng, att den forsta fiskaren har fangat 1 abborre om 4 hekto, och att den
andra fiskaren fangat 2 abborrar om sammanlagt 3 hekto. Hur manga poang far da en fiskare
som fangat 4 abborrar om sammanlagt ett kilo?
Lat oss anta att det delas ut a poéng per fisk och b poéng per hekto. Informationen om fiskare
1 ger oss att
l-a+4-50=20

och informationen om fiskare 2 ger oss att
2-a+3-b=20.

Vi soker viarden pa a och b sa att bada dessa linjéra ekvationer uppfylls samtidigt. Detta &r ett
exempel pa ett linjart ekvationssystem i variablerna a och b. Vi skriver det som

a+4b =20
2a +3b = 20.

Vi l6ser ekvationssystemet genom succesiv eliminering av variabler. Fran den forsta ekvationen
l6ser vi ut a och far
a =20 — 4b.

Vi sétter in detta uttryck for a i den andra ekvationen och far
2(20 — 4b) + 3b = 20.

Detta &r en linjér ekvation i en variabel som har 16sningen b = 4. (Verifiera detta.) Satter vi in
detta virde pa b i den forsta ekvationen far vi a = 20 —4-4 = 4. En fiskare som fangat 4 abborrar
om sammanlagt ett kilo far alltsa 4 -4 4+ 10 - 4 = 56 poéng.

Néar man har hittat en 16sning till ett linjart ekvationssystem ar det oftast enkelt att verifiera
att 16sningen dr korrekt genom inséttning i alla ekvationerna. Ta for vana att alltid verifiera dina
l6sningar.

Att successivt eliminera variabler kan generaliseras till system fler obekanta och med fler
ekvationer. Teorin fér sddana mer allménna linjara ekvationssystem kommer ldsaren stota pa
under sina forsta kurser pa hogskolan.

Ovningar 2.3

1. Los ekvationssystemet

3a+2b =4
a+3b =2.

2. Los ekvationssystemet
T+y =5
dr+2y =9.
3. Lat p(z) = 222 + ax + b vara ett polynom. Bestdm a och b s& att p(—3) = 6 och p(1) = 7.

4. Forklara varfor det linjara ekvationssystemet
rx+2y =5
3r+6y =14

5. (Svarare) Lat p(z) vara ett polynom som uppfyller att p(—z) = —p(z). D4 p(x) delas med
x — 2 far vi en rest pa 4. Vad far vi for rest da vi delar med z? — 4?

saknar 16sningar.




2.4. KOMBINATORIK 43

2.4. Kombinatorik

— P4& hur manga sétt kan man fa tva treor ndr man rullar fem tarningar i spelet Yatzy?
— Hur manga mojliga ordningar finns for fyra personer att bilda en k6?

— P& hur manga sétt kan vi vélja tre personer ur en grupp med fem personer?

Kombinatorik &r den del av matematiken ddr man svarar pa fragor liknande dessa. De tre frigorna
representerar olika varianter av kombinatoriska problem som vi hér ska ta itu med. Fundera
giarna en stund pa fragorna innan du laser vidare.

2.4.1. Multiplikationsprincipen

Vi bérjar avsnittet genom att forklara multiplikationsprincipen med ett exempel.

Exempel 2.4.1. Anna har tre trojor och fyra par byxor. Pa hur manga olika sétt kan hon kla
sig?

Losningsforslag. Valet av troja dr oberoende av valet av byxor. Vilken tréja Anna ska ha pa sig
kan hon vélja pa tre sédtt och byxorna hon ska ha pa sig kan hon vélja pa fyra sitt. For varje val
av troja finns fyra val av byxor. Anna kan kli sig pa 3 -4 = 12 sétt. O

Mer allmént géller foljande: Antag att vi ska gora k val oberoende av varandra och att det i:te
valet kan goras pa m; sitt. Da ar det totala antalet valméjligheter enligt multiplikationsprincipen

mq-Mo-M3 - ... - Mk—1 M.

Exempel 2.4.2. Stryktips gar ut pa att man gissar hur 13 fotbollsmatcher slutar (vinst, forlust
eller oavgjort). Hur manga mojliga stryktipsrader finns det?

Lésningsforslag. Varje rad kan tippas pa tre siatt och alla 13 rader ar oberoende av varandra.
Enligt multiplikationsprincipen finns

3.3-3.3.-3-3-3.3-3-3-3-3-3=3"=1594323

stryktipsrader. Har har vi anvant multiplikationsprincipen med k = 13 och m; = mg = --- =
my3 = 3. Detta ar alltsa ett specialfall av multiplikationsprincipen dér varje delval kan goras pa
lika manga sétt. O

I Kapitel 1 studerade vi begreppet positiv delare till naturliga tal. Vi sdg bland annat i
Exempel att talet 520, som kan primtalsfaktoriseras som 23 - 5 - 13, har 16 positiva delare.
Vi sag dven att delarna till 520 &r pa formen 2¢ - 50.13¢, ddr0<a<3,0<b<1loch0<c<1.
For exponenten a har vi alltsa fyra moéjligheter (0, 1, 2 eller 3) och f6r exponenterna b och ¢ har
vi tva mojligheter vardera (0 eller 1). Enligt multiplikationsprincipen dr antalet delare darfor lika
med 4-2-2 = 16.

Exempel 2.4.3. Bestdm antalet positiva delare till talet 516.

Lésningsforslag. Vi borjar med att primtalsfaktorisera: 516 = 2-258 = 2-2.129 = 2.2.3.43 = 22.3.43.
Delarna #r pa formen 2% - 3% . 43¢ dér a dr 0, 1 eller 2, och b och ¢ kan vara 0 eller 1. Enligt
multiplikationsprincipen &dr antalet positiva delare 3 -2 -2 = 12. O

Exempel 2.4.4. Bestim antalet positiva delare till talet 2° - 3% - 179,

Lésningsforslag. Varje delare dr en produkt av potenser av primtalen 2, 3 och 17. Antal olika
potenser som ar mojliga ar 6, 5 respektive 10. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet delare
dédrmed lika med 6 - 5 - 10 = 300. 0
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2.4.2. Permutationer

En permutation dr en omordning av en uppsattning olika objekt. En permutation tar hdnsyn till i
vilken ordning objekten kommer och varje objekt far endast vara med en géng.

Exempelvis ar abc och bea olika permutationer av bokstdverna a, b och ¢. S& hur manga
permutationer av bokstdverna a, b och ¢ finns det? Vi kan vélja den férsta bokstaven pa tre sétt,
nar vi har gjort detta val finns det tva bokstaver kvar att véilja bland. Vi kan vélja en av dessa pa
tva sitt och slutligen kan den tredje bokstaven ”véaljas” pa ett sdatt. Alltsa finns det 3-2-1 =6
permutationer av {a, b, c}, ndmligen

abe, ach, bac, bea, cab, cba.

Vi har hir anvént multiplikationsprincipen med my = 3, my = 2, mz = 1.

Pa samma sitt kan vi berdkna antalet sétt att ordna de 52 korten i en kortlek. Det kan vi
gora pa 52-51-50-...-3 -2 -1 sétt. For att slippa skriva ut den ldnga produkten infér vi nu en
ny notation.

For varje positivt heltal k infor vi beteckningen k! (ldses k-fakultet) for talet

k-(k—1)-(k—2)-...-3-2-1.

Heltalet k! ar alltsd produkten av alla heltal mellan 1 och k. Vi definierar dessutom 0! = 1 av
praktiska skél. Antal permutationer av n stycken objekt ar n!. Till exempel, 5! =5-4-3-2-1 = 120.

I vart kortleksexempel finns det alltsa 52! sdtt att ordna de 52 korten i en kortlek. (Med
riknare kan vi f fram att detta antal blir mer &n 8 - 1057.)

Exempel 2.4.5. Hur méanga olika "ord” kan man bilda av bokstdverna i LUS (alla bokstdverna
ska ingd och vi struntar i om “orden” blir lésliga)?

Lésningsforslag. Vi anvander multiplikationsprincipen. Den foérsta bokstaven kan véljas pa 3 sétt,
den andra péa 2 och den tredje pa 1 satt. Det foljer att vi kan bilda 3-2-1 = 3! = 6 ord av
bokstéverna i LUS. De olika orden &r

LUS, LSU, SLU, SUL, ULS och USL.

Detta ar forstas samma antal som antalet permutationer av bokstéverna a, b, ¢ som vi berdknat
tidigare. O

Exempel 2.4.6. Hur manga mojliga ordningar finns for fyra personer att bilda en k6?7

Losningsforslag. Fragan handlar om att ordna fyra personer pa rad. Det finns alltsa 4! = 24 olika
sitt att gora detta pa. O

2.4.3. Ordnat urval

Man kan ocksa téanka sig att man véljer ut en del av objekten att skapa permutationer av. Ett
ordnat urval &r en ordning av en del av de objekt man har till hands. En permutation ar alltsa
ett specialfall av ett ordnat urval dar man véljer ut alla objekt som finns till hands.

Exempel 2.4.7. Pa hur manga siatt kan man farglagga en flagga med tre filt i tre olika farger
(som till exempel Frankrikes flagga) om vi har tio farger att vélja bland?

Lésningsforslag. Vi har tre falt att fargligga. Det forsta kan farglaggas med négon av de tio
fargerna, det andra med en av de 6vriga nio och det sista omradet med en av de aterstaende atta
fargerna. Detta ger oss totalt 10 -9 - 8 = 720 olika flaggor. O
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Vi kan generalisera flaggexemplet och med hjélp av multiplikationsprincipen far vi att det
finns

nn—1)n-2)-...-(n—k+1)= (n— k)

sitt att ordna k objekt utvalda fran en méngd av n objekt.

2.4.4. Oordnat urval

Med en kombination menas ett oordnat val av objekt fran en uppséttning olika objekt. Exempelvis
ar adc och acd samma kombination av objekten a, b, ¢ och d.

Exempel 2.4.8. Pa hur manga sétt kan vi vélja ut tre personer ur en grupp med fem personer?

Losningsforslag. Detta problem handlar om att vélja en kombination eftersom det &r en grupp
personer som ska viéljas, till skillnad fran exemplet med flaggorna déar ordningen spelade roll. Den
forsta personen kan véljas pa fem séitt, den andra pa fyra och den tredje pa tre sitt. Alltsa kan vi
gora ett ordnat urval pa 5 -4 -3 = 60 séitt. Vi maste nu komma ihdg att {6r varje kombination av
tre personer finns 3! = 6 permutationer varfér vi maste dividera med 6. Varje kombination svarar
alltsd mot sex permutationer i detta fallet och svaret blir 60/6 = 10. Lat P1 st {6r person ett, P2
for person tvé, och sa vidare. De olika grupperna som kan bildas ar da

{P1, P2, P3}, {P1, P2, P4}, {P1, P2, P5}, {P1, P3, P4}, {P1, P3, P5}, {P1, P4, P5},
{P2, P3, P4}, {P2, P3, P5}, {P2, P4, P5}, och {P3, P4, P5}.
O

Hur méanga sétt finns det i allménhet att oordnat vélja k objekt fran n objekt? Om vi hade
tagit hdnsyn till ordning hade det funnits

nn—1)n-2)-...-(n—k+1)= =
val. Eftersom en méangd av k objekt kan ordnas pa k! sdtt s& kommer varje utvald méngd av
objekt att forekomma k! ganger nér vi gor det ordnade urvalet. Vi far alltsa det oordnade urvalet
genom att dela med faktorn k!, vilket betyder att det finns

nn—1)n-2)---(n—k+1)
k!

sitt att vilja k objekt fran n objekt oordnat.
Antalet sitt att vélja k foremal av n méjliga dyker upp i manga sammanhang och har darfor
fatt en egen beteckning. Det betecknas (Z) och kallas binomialkoefficient. Det géller alltsa att

(1) = o"mm

Symbolen ( k) utlises "n over k” eller "n valj k”.

Exempel 2.4.9. Eftersom

N T 7654320
(3)‘(7—3)!3!_4-3-2-1-3-2-1_

finns det 35 sétt att vélja ut tre personer fran en grupp av sju.

w3

6.5 .
.2

765
1:3.211:7-5:35

Exempel 2.4.10. En pokerhand innehaller fem av de 52 korten i en kortlek. Vad ar det totala
antalet pokerhénder?
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Losningsforslag. Att dra fem kort ur en kortlek med 52 kort, utan att bry oss om i vilken ordning
de dras &ar ett oordnat urval. Antal sitt detta kan goras pa ges av (552) sa det finns 5?72;, olika
pokerhéander. O

n

Att vilja ut k av n dr ju detsamma som att vilja bort (n—k) av n sd () och (",

tal. Vi kan dven visa detta algebraiskt:

) ar samma

(Z) - wnni B (n— (n—zl))!(n—k)! - (n—k)!(nni (n—k)! <n7—1k)

2.4.5. Summasymbolen

Summasymbolen > infors for att man pa ett mer kompakt sitt ska kunna skriva summan av ett
storre antal termer. Summasymbolen &r den stora bokstaven sigma i det grekiska alfabetet. Om
vi vill summera alla heltal mellan 1 och 30 skulle vi kunna skriva

1+24+3+4+5+---+28+29+ 30,

men med hjilp av summasymbolen kan vi istéllet skriva det som

Detta ldser man som ”"summan av alla tal k da k gar fran ett till trettio”.
Exempel 2.4.11. Skriv 3* +3% 435 437 + 3% + 3% + 3'0 + 3!! med hjilp av summasymbolen.

Lésningsforslag. Vi summerar en massa trepotenser. Exponenterna borjar pa 4 och slutar pa 11.
Vi kan déarfor skriva

11
3437+ 30437435 4394310431 =) "3k, O
k=4

2.4.6. Binomialsatsen och Pascals triangel

Vi vet sedan tidigare att (z +y)? = 22 + 22y + 32, enligt kvadreringsregeln. Vi ska nu se vad som
hédnder om vi har en annan exponent dn tva.

Exempel 2.4.12. Multiplicera ihop parenteserna i (z + y)3.

Lésningsforslag. Anvandning av kvadreringsregeln foljt av fortsatt utveckling och férenkling ger
att

(+y)° = (z+y)(z+y)°
= (z+y)(@* + 22y +y?)
= (z+y)2® + (x +y)2zy + (x + y)y?
=23 + 2%y + 22%y + 229 + 2y’ + P
= 23 + 32%y + 3zy® + 5.

Resultatet kallas kubregeln. O

Exempel 2.4.13. Multiplicera ihop parenteserna i (z + y)*.
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Lésningsforslag. Med hjilp av kubregeln far vi
(@ +y)' = (z+y)(z+y)°

= (z +y)(2° + 327y + 3xy” +3°)

= (@ +y)2’ + (v +y)32°y + (2 + )32y + (2 + )y’

= z* + 2%y + 323y + 32%y® + 327y + 3ay® + ay® +

=2t + 423y + 6222 + day® + ¢t O

En formel for att berdkna (z 4 y)™ for ett godtyckligt positivt heltal n ges av binomialsatsen:
Sats 8 (Binomialsatsen). For heltal n géller det att
. n n .
iy =3 (k)a: by
k=0

Beviset utelamnas, men den intresserade ldsaren uppmanas forséka formulera ett eget bevis
baserat pa ett kombinatoriskt resonemang. (Ledning: Vid multiplikation av de n parenteserna
kommer varje term innehalla antingen x:et eller y:et fran varje parentes—pa hur manga sidtt man
kan vélja k stycken y och didrmed f& n — k stycken z7)

Exempel 2.4.14. Anvind binomialsatsen for att utveckla (x + y)3.

Lésningsforslag. Vi anvinder summaformeln i binomialsatsen med n = 3 och far:

3 333—kk 3\ 3 3\, 2 3\ o 3\ 3 _ 3 2 2,3
(w—i—y)zzkx Yy = Om+ 1xy+2xy+3y:x+3xy+3xy+y.

k=0

Binomialkoefficienterna framfor termerna 23, 22y, xy? och 33 ar alltsd 1, 3, 3 och 1, vilket stimmer
med kubregeln i Exempel O

Exempel 2.4.15. Bestim koefficienten fér z# i polynomet (z + 1)°.

Losningsforslag. Med y = 1 har vi enligt binomialsatsen att

3 (e

k=0

Nir k ar 2 sa ar 7% = 2%, Alltsd ar koefficienten for fjardegradstermen lika med (g) 212 =
6:54-3-21 1 _
214321 1 =15 =

Exempel 2.4.16. Bestim koefficienten for tredjegradstermen i polynomet (2 + z)°.

Lésningsforslag. Med y = 2 s& har vi enligt binomialsatsen att

6
6
2+a)f=)" (k> 20~ Fyk,
k=0
Termen d& k = 3 ger 2°. Alltsa ér den sokta koefficienten lika med (§)2° = 20 - 8 = 160. O

Exempel 2.4.17. Bestém koefficienterna fér 2® och fér 2'° i utvecklingen av (1 + 22)?2. Svaren
behdver inte ges pa utrdknad form.

Lésningsforslag. Enligt binomialsatsen ar

o £ () e

k=0
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Vi forenklar hogerledet och far

S (2) () =5 (Rt

k=0 k=0
22 22
22 22
_ (—22+k)+2k _ 3k—22
= x = x .
> (7) > (%)
k=0 k=0
Vi soker forst det k-virde som ger termen med 28. Detta motsvaras av att
g3h=22 — 8

det vill siga 3k — 22 = 8, som har 16sning k = 10. Koefficienten framfor 28 dr dirmed lika med
22
(10)-

I fallet med koefficienten for 210 ger villkoret #3%~22 = 10 ekvationen 3k — 22 = 10. Denna
ekvation saknar heltalslosningar. Det innebér att ndgon term med x'° inte finns med i det
utvecklade uttrycket, sé koefficienten fér '° &r noll. O

Binomialkoefficienterna kan stéllas upp i en "tabell” som kallas Pascals triangel. Varje rad
anger de olika koefficienterna vid utvecklingen av (x + y)™ {or ett fixt n, dar den forsta raden
motsvarar n = 0 och koefficienten (O

0) = 1 som kommer fran (z + y)° = 1. Toppen av Pascals
triangel ser ut s& hér:

()
(7)

(5)
(2

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Exempelvis anger den sista raden som vi har med de koefficienter man far vid utvecklingen av
(z +y)°.

Héar syns det att Pascals triangel &r symmetrisk. Det beror pa att (Z) = ( ) som vi visat

n
n—k

tidigare. Istéllet for att berdikna binomialkoefficienterna med formeln (Z) = kan talen

n!

] —k)!
i Pascals triangel skrivas ner enligt en mycket enkel algoritm. Varje rad bérj:f(gcﬁ).slutar med
ettor, vilka motsvarar binomialkoefficienterna (3) samt (Z) Talen déaremellan fas som summan
av de tva tal som star snett ovanfor, lite till hoger och lite till vanster. Till exempel sa far vi den
forsta 10:an i rad sex genom att summera 4 och 6 som star ndrmast i rad fem.

Algebraiskt beskrivs denna egenskap med sambandet

()= ()
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ett tal i rad n 4 1 fas alltsd som summan av tva tal i rad n, ndmligen det tal som star ndrmast till
vanster och det som star ndrmast till hoger. Att detta dr sant kraver forstas ett bevis—det racker
inte att titta pa bara nagra rader i Pascals triangel—men vi utelamnar beviset har. Exemplet
med 10:an i rad sex blir med detta satt att skriva

-+ ()-+ve-

Ovningar 2.4

1.

2.

10.

11.

I hur manga olika ordningar kan sju personer ordnas i en k6?

Vi ska mala ett slott, en villa och en koja i olika firger. Férgerna kan véljas bland orange,
lila, rosa, réd och brun. P4 hur manga siatt kan detta goras?

I en skolklass finns nio elever. Pa hur manga sédtt kan man vélja ut tre av dem att delta i
en tavling?

. 7 12
Berékna (3) och (10).

Bestim koefficienten for % och koefficienten for £'9 i utvecklingen av (-r + z) 0,

Svaret behover inte ges pa utrdknad form.

Titta pa de forsta raderna i Pascals triangel. Summera talen i varje rad for att finna ett
monster summorna foljer.

(Svarare) Visa att (g) + (’f) + (g) + ...+ (Z) = 2",
Ledning: Anvénd binomialsatsen for ett algebraiskt bevis, tdnk pa resultatet i foregaende

uppgift. Forsok girna ocksa att visa det kombinatoriskt, till exempel genom att tdnka pa
att 2" ar antalet strangar (sifferfoljder) av lingd n med bara ettor och nollor.

Du ér direktor for en loppceirkus och skall for drets uppvisning vélja ut 7 stycken av dina 12
loppor. Du behover 2 jonglorer, 4 clowner och 1 levande kanonkula. Fem av dina loppor
kan vara antingen jonglor eller kanonkula, 6 stycken kan vara clowner, och mésterloppan
kan upptriada som allt. P4 hur ménga olika sétt kan du vélja en uppséattning av loppor for
uppvisningen?

Ett palindrom &r nagot som blir samma sak om man ldser det framlidnges eller baklidnges,
till exempel apa, ABBA och 11011.

(a) Hur manga palindromer av lingd 6 kan man bilda med hjilp av siffrorna 0,1,2,...,9?
(b) Hur ménga palindromer av lingd 5 kan man bilda med hjélp av siffrorna 0,1,2,...,97

Man kan vélja mellan 3 olika trojor (rod, gul och svart), 2 olika byxor (vita och svarta) och
5 olika hattar (gul, vit, svart, grén och bla).

(a) Lena &r inte sa stilig, hon kombinerar férger fritt. P4 hur méanga séitt kan hon vilja
sina klader?

(b) Jonas vill ha svarta byxor och en gul tréja, men hattens firg tycker han inte &r sa
viktig. Hur ménga olika klddval har han?

(c) Anna vill inte kombinera svarta byxor med en gul troja. P4 hur manga sétt kan hon
kombinera olika klader?

(Svdrare) Du och din vén har handlat mat och har fyllt sju kassar som ni skall biara hem. P&
hur manga satt kan ni béra kassarna om du vill se till sa att varje hand som du och din vin
har dtminstone haller i en kasse? (Antag att du har tva hinder och din vén likasa. Kassarna
ar olika sa det gor alltsa skillnad vem som bér vilken/vilka kassar och i vilken hand.)
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12. Du har ett forhor pa en kurs du ldser. Du skall forhoras av fem larare, Larare A, Larare B,
Léarare C, Larare D och Léarare E. Dessa kommer att sitta pa fem stolar pa rad, och larare
B och C vill sitta bredvid varandra. Larare A vill antingen sitta bredvid B, eller bredvid C.
Léarare D vill sitta bredvid larare A. P4 hur méanga sitt kan de sitta pa stolarna?

2.5. Mingdliara

Begreppet mdngd dr fundamentalt i matematiken. Vi har redan stott pa ett antal olika méngder,
till exempel méngden av positiva heltal och méngden av rationella tal. En méngd dr en samling
objekt dar varje objekt bara forekommer en gang. Objekten i en méngd kallas element. Om
méngden M bestar av elementen a, b och ¢ skriver vi M = {a,b,c}, elementen listas alltsd
inom klamrar. Notera att {c, a,b} beskriver exakt samma méngd eftersom den innehaller exakt
samma element. Ett par andra exempel ar {0,1/2, 3, 7,4} bestdende av fem tal och méngden av
grundfirger, {rod, bli, gul, gron}.

Symbolen € anvénds for att ange att ett element tillhor, eller ingar i, en méngd. Symbolen ¢
star da forstas for att ett element inte tillhér en mangd. Att en hel méngd X ingar i en méngd Y
skrivs X C Y, vilket utlédses som att X &r en delmdngd till Y.

Exempel 2.5.1. 1 € {1,2,3}, men 4 ¢ {1,2,3}.
Exempel 2.5.2. {1,2} € {0,2,5,1}.

Att talet 1 &r ett element i méngden av heltal skrivs 1 € Z, medan {1} C Z star for att den
lilla méngden med endast elementet 1 &4r en delméngd av heltalen.

Snittet av méngderna X och Y skrivs X NY och bestar av de element som tillhér bade X och
Y. Om inga gemensamma element finns fdr man den tomma méngden, vilken betecknas §.

Exempel 2.5.3. {1,2,3,4,5} N {2,4,6} = {2,4}.
Exempel 2.5.4. {0,1/2,3, 7,4} NZ = {0, 3,4}.
Exempel 2.5.5. {a,b,c}N{d,e, f,g} = 0.

Unionen av mangderna X och Y skrivs X UY och bestar av alla element i X och allaiY.
Exempel 2.5.6. {1,2,3,4,5} U{2,4,6} ={1,2,3,4,5,6}.

Om X och Y &r tvd méingder sa bestar Y\ X av alla element som tillhér Y men inte X. Y\ X
utldses "X minus Y’, det paminner ju om subtraktion eftersom man kan se det som att man tar
bort den ena méangden fran den andra. Men de element i X som inte tillhér Y kan man forstas ta
bort.

Exempel 2.5.7. {1,2,3,4,5,6} \ {2,4,6} = {1,3,5}.

Ett annat exempel ar att de irrationella talen kan skrivas som R\ Q, eftersom det ar alla
reella tal som inte ar rationella.

Det ar ofta opraktiskt eller rent av omojligt att lista alla element i en méngd. Istéllet beskrivs

méangden av ett eller flera villkor som dess element uppfyller. Till exempel kan méngden av alla
jdmna tal beskrivas som "méngden av alla tal pa formen 2a, sddana att a tillhoér mangden Z”.
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Detta skrivs sa hér:
{2a|a € Z}.

Det avdelande strecket — har betydelsen ”sadana att” (ibland skrivs kolon : istéllet). Vi kan
lista fler villkor, som exempel ger vi médngden

{a]la € Q,a> 2},

vilket star for ”alla tal a sddana att a &r rationellt och att a ar storre dn 2”. Ibland skrivs detta
istéllet {a € Q|a > 2}, det vill sdga "alla rationella tal sidana att a &r storre an tva”.

En typ av mangder som &r mycket viktiga—bland annat nér vi i nésta kapitel ska undersocka
funktioner—ér delméngder av de reella talen R bestdende av alla tal pa tallinjen som ligger mellan
tva tal. Om a < b sd ar [a, b] intervallet av alla tal fran a till b. Med méngdnotation har vi att

[a,b] = {x € R|a <z < b}

Om vi vinder pa en hakparentes, till exempel [a, b[, sd innebér det att &ndpunkten b inte tillhor
intervallet. Vi kan &ven tdnka oss ett intervall som strécker sig dnda till odndligheten. Har foljer
en lista av de olika mojliga intervall som finns, med motsvarande olikheter som element x i
intervallen uppfyller.

[a, b] a<z<b la, b a<z<b
la, b] a<z<b [a, b] a<z<b
la, oo a<cw [a, oo a<uz
| — 00, b] z<b ] — o0, b] x<b

Ovningar 2.5
1. Lat X ={1,2,4,6,10,100} och Y = {2,5,6,10,101}. Bestam foljande méngder:

(a) XUY
(b) XNY
(c) X\ (XNY)

2. Galler det att Q = {a/bla € Z,b € Z \ {0}}?
3. Beskriv i ord méngden {2ala € Z,0 < a < 100}? Hur manga element har den méngden?
4. Hur kan man med méngdnotation ange méangden av alla heltalspotenser av 107

5. Beskriv med ord, midngden som ges av

N\{a-bla,b€eZ,a>1,b>1}.

2.6. Logik

Logik handlar om hur man fran pastdenden kan hérleda nya pastaenden, alltsa hur man kan dra
slutsatser.

Om man till exempel pastar att > 10 kan man direkt dra slutsatsen att « > 0. Ddremot kan
man inte fran pastaendet att x > 0 dra slutsatsen att x > 10. Nar ett pastaende leder till ett
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annat men inte nédvéindigtvis vice versa kallas det for en implikation. Med matematiska symboler
skriver vi
z>10 = x>0

Detta utléses "z ar storre an 10 medfor att x &r storre 4n 07 eller "z storre 4n 10 implicerar att =
ar storre &n 0.

Om tva pastaenden implicerar varandra kallas det for ekvivalens. Det innebér att bada
pastaendena har samma sanningsvirde, och om pastaendena involverar en variabel x ska det
gilla att bada pastdendena ar sanna for exakt samma varden pa z. Ekvivalens skrivs med
“implikationspil at bada héllen”, till exempel géller att + = 2 <= x — 1 = 1 och att
z>10 <~ z—-10>0.

Nar man skriver om ekvationer for att 16sa dem &r stridvan att ekvationerna fore och efter
manipulationen ar ekvivalenta, sd att de tva ekvationerna har exakt samma lésningar. Vi har
exempelvis att

5
S5er+4=3x+9 — 2x =5 — a::§

eftersom x = % ar den enda losningen till alla tre ekvationerna.

Ekvationerna
(r—1z=x och zxz—-1=1

ar inte ekvivalenta, ty den vénstra ekvationen har tva losningar, ndmligen 0 och 2, medan den
hogra endast har 2 som 16sning. Déremot géller implikationen

(z—lzx=2 <<= =z-1=1

eftersom alla losningar till den hogra ekvationen dven ar losningar till den vanstra. Det ar ett
vanligt misstag att forsoka losa en ekvation av typen

(z—1z==x

genom att ”"dela med” z. Men det kan vara problematiskt. Om =z = 0 ar det inte mojligt att
dela med = och den otillatna divisionen gor att vi kan missa 16sningar. I det hér fallet missar vi
16sningen = = 0 eftersom den uppkomna ekvationen

r—1=1,

har den enda l6sningen x = 2.

En liknande situation far vi d& vi hanterar rotekvationer. Ekvationen /r = x — 2 kan vi lésa
genom att kvadrera bada led, vi far dd z = (z — 2)?, det vill siga x = 22 — 4z + 4. Genom att
anvianda kvadratkomplettering eller pg-formeln finner vi att 16sningarna till denna kvadratiska
ekvation &r x = 4 och x = 1. Men om vi sdtter in x = 1 i de bada leden i var urspungliga
ekvation far vi 1 resp. —1, vilket visar att £ = —1 inte alls 4r nagon l6sning. Kruxet ar att vi vid
kvadreringen inte far en ekvivalent ekvation, vilket beror pa att kvadrering eliminerar minustecken.
Utsagan

—2=2

ar givetvis falsk, men nér vi kvadrerar bada led far vi
4=4,
vilket &r en sann utsaga. Vid kvadrering har vi implikation men inte ekvivalens:

Ve=r—-2 = z=(z—2)?

eftersom alla I6sningar till \/z = x — 2 ocksd ir l6sningar till x = (z — 2)?, men det omvéinda, att

alla 16sningar till z = (x — 2)? dven ér 16sningar till \/z = x — 2, &r inte sant. Lirdomen vi ska
dra &ar att kvadrering av bada sidor av en ekvation kan leda till s& kallade falska (6sningar.

Varje gang man i nagot steg har implikation, =, vid ekvationslésning maste man kontrollera
vilka av de virden man far fram som &r l6sningar till den ursprungliga ekvationen.
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Exempel 2.6.1. Los ekvationen /z + 22 — 3 = 0.

Lésningsforslag. Vi skriver om ekvationen sa att rotutrycket star ensamt i viansterled och kvadrerar
sedan bégge led, vi far alltsa att

Vi+2r-3=0 = (Vz)’=(3-22)>2

Denna kvadratiska ekvation ér ekvivalent med 9 — 13z + 422 = 0 vilken har 16sningarna z = 1
och x = 9/4. Vi testar dessa virden i den ursprungliga ekvationen genom insiattning och finner
att © = 1 uppfyller ekvationen men att 9/4 ar en falsk 16sning. Ekvationen har alltsd en 16sning,
namligen z = 1. O

I de exempel vi just sett har rotekvationerna exakt en l6sning och kvadreringen inférde en
falsk 16sning. Notera dock att det dven finns andra varianter av rotekvationer. Till exempel
har ekvationen /z = —1 inte ndgon reell 16sning, trots att den kvadrerade ekvationen z = 1
uppenbarligen har en 16sning, medan kvadrering av ekvationen /x = x inte ger upphov till ndgon
falsk 16sning.

Sa vilka operationer kan vi utféra pa en ekvation och fortfarande sidkert ha ekvivalens? Sa liange
vi héller oss till att multiplicera med tal och till att addera tal eller polynom géller ekvivalens.
Vid andra operationer av bada led i en ekvation kan man behdva vara mer forsiktig och forsédkra
sig om att den nya ekvationen inte har firre 16sningar 4n den ursprungliga eller att man inte
introducerar falska l6sningar utan att kontrollera dem med inséttning i slutet.

Vi ska kortfattat introducera ett par begrepp till inom logik. Ibland behéver man sidga att
flera pastaenden ar sanna samtidigt, till exempel "det regnar och det blaser”. I det logiska spraket
skriver man A ndr man menar och. Pastdendet z > 0 A z < 0 séger alltsa att x ar storre én eller
lika med noll, samtidigt som = &r mindre &n eller lika med noll. Den enda mojligheten ar da att
x = 0. Vi kan sluta oss till att

r>0AN2 <0 <= z=0.

Om man istéllet nojer sig med att minst ett av pastaendena ska vara sant anvéinder man eller,
vars matematiska symbol &r V. Som ett exempel far vi att pastdendet

r>3Ve <2

ar sant for alla x som antingen ar mindre &n tva eller storre &n tre.
Lat oss ga tillbaka till ekvationen (z — 1)z = x som vi diskuterade tidigare i avsnittet och se
ett par 10sningsforslag dér stegen presenteras med hjélp av symbolen V.

Exempel 2.6.2. Los ekvationen (z — 1)z = z.
Losningsforslag 1. Ett sétt att 10sa ekvationen ar att se det som att vi far tva fall: Antingen ar
x # 0 och vi kan dividera med x eller sa ar x = 0. Alltsd har vi ekvivalenserna

(r—Dr=2 <<= (-1)=1ve=0 <<= z=2Vz=0.
Losningarna ar 2 och 0. O

Lésningsforslag 2. Vi skriver om ekvationen sé att vi far noll i hégerled. Det ger ett andragradspo-
lynom i vansterled som &r enkelt att faktorisera:

(x—lz=2 <+—= 2°—2-2=0 <+= (z—2)z=0.
Om vénsterled ska vara noll sd maste antingen (x — 2) eller x vara noll, alltsa

(x—2)x=0 <<= z2—-2=0Vz=0 <<= z=2Vz=0.

Ekvationens 16sningar ar 2 och 0. O
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Ovningar 2.6

1. Avgor vilka av implikationerna och ekvivalenserna nedan som dr sanna (for reella a och y):
) z>1 = x>0
(b)) z>0 = z2>1

— 22=1Az>0

)
)

(d) z>0Ay>0 = x-y>0
)

W(@<0Ay<0) <<= 2z-y=>0
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KAPITEL 3
FUNKTIONSLARA

Funktioner &r matematiska objekt som klassiskt har anvéints for att modellera naturliga samband.
Vi ska definiera funktioner med hjélp av méngdlara och sedan studera nagra vanliga typer av
funktioner, med storst fokus pé polynom och trigonometriska funktioner. Den senare halvan av
kapitlet behandlar derivator och integraler, en viktig del av matematisk analys.

3.1. Funktionsbegreppet

Nir du tinker pa en funktion si tinker du férmodligen pa nagot i stil med f(z) = z2. Kanske
tdnker du dven pa en graf for funktionen och da har du férutsatt att funktionen &r definierad Gver
de reella talen. Ibland forklaras funktionsbegreppet informellt som en ”svart lada” eller "maskin”
som for "input” av nagot tal ger ett annat tal som ”output”. Med hjilp av méngder ska vi ge en
mer precis definition av begreppet funktion.

Definition 6. Lat X och Y vara tva icke-tomma méngder. Vi sdger att f &r en funktion fran X
till Y om f associerar varje element a € X med ett unikt element b € Y. Kort skriver vi detta
som f: X — Y. Om a associeras med b si skriver vi att f(a) = b och vi sdger att a avbildas pd b
eller att bilden av a &r lika med b.

Exempel 3.1.1. Hér ges tre exempel som illustreras i Figur
(a) Lat X = {a,b,¢,d} och Y = {1,2,3,4}. Lat f: X — Y definieras av
f@=1, fB)=2, f(©)=3 och f(d)=4.

Varje element i X avbildas pa ett och endast ett element i Y och f &r en funktion.

(b) Lat X = {a,b,c,d} och Y ={1,2,3,4}. Om
gla)=1, g(a)=2, g(b)=3, g(c)=3 och g(d) =4,

sd 4r g inte ndgon funktion fran X till Y eftersom g(a) inte &r unikt bestamt.

(¢) Lat X = {a,b,c,d} 1at Y = {1,2,3,4}. Sétt
h(a) = h(b) = h(c) = h(d) = 1.

Da ar h en funktion fran X till Y eftersom varje element i X avbildas pa ett och endast ett
element i Y.

3.1.1. Definitionsmingd, virdemingd och malmingd

Nar f ar en funktion fran X till Y sd dr X funktionens definitionsmdngd och Y funktionens
malmdngd. Funktionens vdrdemdngd ar alla element i Y som &r bilden av ett element i X.
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X Y X Y X Y

75

QU O o
O N
Q o o 9
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(a) (b) (c)

Figur 1: Illustration till Exempel |3.1.1} f och h &r funktioner, men inte g.

Vérdeméngden bestar alltsd av alla element b € Y sddana att det finns ett a i X sa att f(a) = b,
det vill sédga

{b]b= f(a) for ndgot a € X}.

Vi skriver V for att beteckna vdrdeméangden till f och Dy for att beteckna definitionsméngden
till f. Vardeméangden &r en delméngd till malméngden Y, det vill sdga

Vf cY.

I Exempel [3.1.1Jc) &r definitionsméngden D), = {a,b,c,d}, malméngden &r {1,2,3,4} och
vardeméingden V3, = {1}.

Observera att nidr man definierar en funktion, sa ar det inte bara “formeln” som &ar del av
definitionen utan dven definitionsméngden och mélingden! Funktionen f : N — N med f(z) = 22

ar alltsd inte samma som funktionen g : R — R med g(z) = 2.

3.1.2. Begreppen surjektiv och injektiv

En funktion for vilken viardeméngden ar lika med dess malméngd kallas surjektiv. En surjektiv
funktion avbildar da definitionsméngden pa hela maldngden.

I Exempel [3.1.1](a) finns det fér varje element y € Y ett element « € X sddant att f(z) =
y. Darmed &r viardeméngden V; = {1,2,3,4} = Y och alltsa &r f surjektiv. Men for h i
Exempel c) galler att virdeméngden Vj, = {1} vilket inte alls &r hela malméngden Y, alltsa
ar h inte surjektiv.

En funktion f ar injektiv om alla element i definitionsméngden avbildas pa olika element i
malméngden. Det dr detsamma som att det inte finns tva element i definitionsméngden som
avbildas p& samma element, eller mer formalistiskt: f ar injektiv om a #2b = f(a) # f(b).
Det innebéar ocksd att om man vet funktionsvéirdet f(a) s vet man vilket element a det &r bilden
av—man kan ”ga bakldnges”.

Funktionen f i Exempel ar injektiv eftersom a, b, ¢, d alla avbildas p& olika element. Men
funktionen h &r inte injektiv, eftersom bade a och b (och &ven c och d) avbildas pa 1.

Som vi just noterat sa dr funktionen f (fortfarande frin Exempel béde surjektiv och
injektiv, medan h varken &r surjektiv eller injektiv. Figur [2] illustrerar exempel pa funktioner som
har den ena egenskapen men inte den andra.

Det &ar viktigt att forsta att begreppen surjektiv och injektiv hdnger samman med vilken
definitionsmangd och malméngd man véljer, som féljande exempel visar.

Exempel 3.1.2. Betrakta foljande funktioner.

(a) Lat f: R — R, diir f(z) = 22. Funktionen &r inte injektiv eftersom biade —1 och 1 avbildas pa
talet 1. Funktionen &r inte heller surjektiv eftersom det inte finnas nagot reellt tal vars kvadrat

ar negativt. Vardeméangden bestar av alla icke-negativa reella tal, vilket vi kan beteckna med
R>g.
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X Y X Y

(a) (b)

Figur 2: (a) Funktionen k &r surjektiv men inte injektiv. (b) Funktionen [ ar injektiv
men inte surjektiv.

(b) Lat g : R>p — R, diir g(z) = 2?. Nu éir funktionen injektiv eftersom det inte finns tva
icke-negativa tal vars kvadrat ar lika. Vardeméngden ar precis som i féregdende exempel R>,
sa funktionen &r inte surjektiv.

(c) Lat h: Rsg — Rx, dér h(z) = 22, Denna funktion dr bade injektiv och surjektiv. Olika tal
avbildas pé olika tal och vardeméngden &r lika med malméngden (R>o).

Exempel 3.1.3. Lat nu k(z) = 2?2 vara en funktion definierad fran N till N. Vi skulle kunna
uttrycka det som att k dr den funktion som kvadrerar de naturliga talen. Virdeméngden &r
darmed {0,1,4,9,16,25,36,... }. Eftersom detta inte &r hela N &ar k inte surjektiv; k 7tréffar inte”
hela malméangden N. Men dédremot ar k injektiv eftersom det inte finns tva naturliga tal som har
samma kvadrat; vet man kvadraten kan man ”ga bakldnges” och avgora vilket tal det &r man
tagit i kvadrat.

I de fyra foregdende exemplen har samma algebraiska uttryck, 22, anvints for att definiera
alla fyra funktionerna, &nda ar de inte samma funktion pa grund av att deras definitionsméngder
och mélméangder inte d&r samma. Ofta underlater man att skriva ut definitionsméngder och
malméingder och later sammanhanget avgora; senare i kapitlet kommer vi gora sa néstan hela
tiden. Om f(x) = 22 &r given utan definitionsméngd &r det rimliga att anta att Dy ér hela R och
malméingden kan ofta antas vara samma som virdeméngden. Om vi ddremot har r(z) = /x, sd
antas definitionsméngden vara R> eftersom det for dessa tal som kvadratroten &r definierad.

Exempel 3.1.4. Vi kan definiera en funktion j : Z — Z genom att lata varje heltal a svara mot
heltalet 2a, det vill sdga j(a) = 2a. Denna funktion blir inte surjektiv eftersom virdeméingden
saknar alla udda tal—2a ar ju alltid jamnt. (Avgor sjalv om funktionen dr injektiv eller inte.)

Exempel 3.1.5. Lat Y = {J, U} och definiera en funktion g : Z — Y genom att lata

J om a &r jamnt,
g(a) = i
U om a &ar udda.

Funktionen g &r surjektiv eftersom ¢ ger bada resultaten J och U. Men ¢ ar inte injektiv eftersom
det finns massor tal som &ar jaimna och massor tal som &r udda, till exempel dr f(1) = f(3) trots
att 1 # 3.

Exempel 3.1.6. Lat X = {a,b,c} och 1at Y ={1,2,3,4,5}. Bestdm antalet injektiva funktioner
fran X till Y och antalet surjektiva funktioner fran X till Y.

Losningsforslag. Om vi ska konstruera en injektiv funktion f fran X till Y sa har vi fem val for
f(a). Nar vi bestdmt f(a) s& har vi sedan fyra val for f(b) (det far ju inte géilla att f(a) = f(b)
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eftersom vi kraver att funktionen ska vara injektiv). Slutligen har vi tre val for f(c). Det {6ljer
enligt multiplikationsprincipen att antalet injektiva funktioner fran X till Y ar lika med 5-4-3 = 60.

Det finns ingen surjektiv funktion fran X till Y. Vardeméngden kan inte vara lika stor som
malméngden eftersom definitionsméngden X bara innehaller 3 element medan malméngden Y
innehéller 5 element. O

3.1.3. Sammansatta funktioner

Lat g: X = Y och f:Y — W vara tva funktioner. Ligg mérke till att funktionen ¢g:s malméngd
ar densamma som funktionen f:s definitionsméngd. Om vi tar ett element x € X och applicerar
funktionen g sa far vi ett element i Y, det vill siga g(z) = y € Y. Om vi dérefter applicerar
funktionen f pa y sa far vi ett element i W, alltsa f(y) = w € W. Funktionen h fran X till W
definierad genom att forst applicera g och sedan f ar den sammansatta funktionen av f och g,
vilken alltsa ges av

Funktionen h:s defintionsméngd dr X och dess malmangd ar W. Figur [3] illustrerar hur tva
funktioner g och f kan bilda en sammansatt funktion h.

Figur 3: Funktionen g gar frdn X till Y och f ar en funktion fran Y till W. Den
sammansatta funktionen h(z) = f(g(z)) blir d& en funktion fran X till W. Vi ser att
h(a) = a, h(b) = v och h(c) = v sa V, = {a,v}.

Exempel 3.1.7. Lat oss underséka den sammansatta funktionen av f och j for f6ljande funktio-
ner:

fZ—2Z, fla)="2a

och
J om a &r jimnt,

i Z —{J, U}, jla) =
J { boi) {U om a ar udda.

Vi kallar den sammansatta funktionen for h. Det géller alltsa att

h:Z — {J,U} ochatt h(a)=j(f(a)).

h(1) =3(f(1)=32)=J, h2)=ij(f(2)=44)=T och h(3)=;(f(3))=2:(6)=J.
Det verkar alltsa som att h avbildar alla virden pa J. Det stimmer, det beror pa att
h(a) = j(f(a)) = j(2a) = J

oberoende av virdet pa a. Eftersom det inte finns nigot tal a € Z sd att h(a) = U, sd ar funktionen
inte surjektiv. Funktionen &r inte heller injektiv eftersom den avbildar skilda element pa samma
element.
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Exempel 3.1.8. Lat p: N — R och ¢ : R — C vara sddana att p(a) = v/a och ¢g(a) = a. Lat r
vara den sammansatta funktionen av ¢ och p, det vill siga r(a) = q(p(a)) = ¢(v/a) = Va.

(a) Bestam r:s definitionsméngd och malméngd.
(b) Bestdm r:s virdeméangd.

(¢) Ar 7 injektiv? Ar 7 surjektiv?

Losningsforslag.

(a) Eftersom r dr en sammansittning av ¢ och p har den samma definitionsméngd som p och
samma malméngd som ¢. Definitionsméngden &r alltsa N och mélméngden ar C.

(b) Vérdeméngden &r {r(a)|a € N} = {\/a|a € N}, det vill siga roten ur alla naturliga tal.

(¢) Funktionen r &r injektiv det inte finns tva tal som avbildas pa samma tal. Vi har ju att om
r(a) = r(b), det vill siga om /a = Vb, s& ér a = b, vilken bevisar att tva tal inte kan ge
samma funktionsvérde.

Men funktionen &r inte surjektiv, till exempel sd dr —1 inget funktionsvérde (och inte heller
1/2 eller 7 eller i).

O
Exempel 3.1.9. Lt f(z) = 22 + 1 vara en funktion fran R till R och 1&t g(z) = = + 1 vara
en funktion fran R till R. Vi har f(g(z)) = f(z +1) = 22+ 22+ 1+ 1 = 22 + 22 + 2 och
g(f(z)) = g(x® +1) = 2% + 1 + 1 = 2% + 2. Observera att f(g(z)) # g(f(x)), ndgot som nistan
alltid géller vid sammanséttning.
3.1.4. Inverterbara funktioner

Lat f vara en surjektiv funktion fran en méngd X till en méngd Y. Eftersom f ar surjektiv
innebér det att det till varje element b1 Y finns minst ett element a i X sd att f(a) =b. Om vi
dessutom kraver att f dr injektiv sa betyder det att det till varje element b i Y finns exakt ett
element a i X s att f(a) =b. Om f ar injektiv och surjektiv sa kan vi darfor konstruera en ny
funktion som ”gar baklanges” fran Y till X.

Definition 7. Om f: X — Y &r en funktion som &r bade surjektiv och injektiv ar f inverterbar.
D4 har f en dnvers f~1:Y — X given av att

fly) =2 om f(z)=y.
Exempel 3.1.10. Lat f vara en funktion fran {a,b,c,d} till {1,2,3,4} definierad genom
fla)=1, f(b)=3, flc)=2, f(d)=4
DA &r f injektiv och surjektiv och f~! dr funktionen fran {1,2,3,4} till {a,b, c,d} som uppfyller

i) =a, ') =¢ [T'@)=0b f@)=d

Exempel 3.1.11. Lat f vara en funktion fran heltalen till de jamna heltalen definierad genom
f(a) = 2a. Da &r f injektiv och surjektiv och alltsd inverterbar. Inversen, som &r en funktion fran
de jimna heltalen till heltalen, ges av f~1(a) = a/2 (observera att a #r ett jimnt tal, och alltsa
delbart med tva).

Notera att sammanséittningen av en inverterbar funktion f fran X till Y med sin invers f ' &r

(W) =v,
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sa att y € Y avbildas pa sig sjélvt av denna sammansittning. En sddan funktion kallas for
identitetsfunktionen pd Y. Likasa géller for sammanséttningen av f~! frdn Y till X med f att

fﬁl(f(x)) =,

s& att © € X avbildas pa sig sjéilvt. Inversen av f~! &r f.

Exempel 3.1.12. Lat f vara funktionen i Exempel [3.1.10} Vi verifierar att sammansattningen
med inversen blir identitetsfunktionen pa {1, 2, 3,4}:

FUTHW) = fla) = LF(f71(2) = fle) = 2. f(f1(3)) = £(b) = 3 och f(f7(4)) = f(d) = 4

Kontrollera sjilv att dven f~! sammansatt med f (i andra ordningen) blir identitetsfunktionen
pa {a,b,c,d}.

Lat f: X — Y vara en funktion som &r injektiv men inte surjektiv. Virdeméngden V ar alltsa
inte lika med Y. Vi kan d& definiera en ny funktion g : X — V genom att sitta g(z) = f(x).
Funktionen ¢ blir nu bade injektiv och surjektiv—vi har ju valt malméangden till precis det som
var virdeméingden. Alltsd dr g inverterbar med invers funktion g=! : V — X. Den hér typen av
konstruktioner ar véldigt vanliga i matematiken och vi kommer att stéta pa den igen i avsnittet
om reella funktioner dar vi tittar pa inverser till exponentialfunktioner.

Exempel 3.1.13. Lat f vara en funktion fran {a, b, ¢,d} till {1,2,3,4,5,6,7} definierad genom
fla) =1, f(b) =3, f(c) =2 och f(d) = 4. Da &r f en injektiv funktion med virdeméangd
{1,2, 3,4}, men €j en surjektiv funktion. Om vi istéllet later g vara en funktion fran {a,b,c,d}
till {1,2,3,4} s& att g(x) = f(x) sa blir g bade injektiv och surjektiv, vilket betyder att den &r
inverterbar.

Jamfor dven skillnaden mellan Exempel a) och (c).

Ovningar 3.1
1. Lat f vara en funktion fran {1,2,3} till {a,b, ¢} definierad genom f(1) = a, f(2) = a och
f(3) =b. Ange f:s virdeméingd och avgor om f &r injektiv.

2. Lét funktionerna f : Z — Z och g : N — N vara definierade som f(a) = a+1och g(a) = a+1.
Ar f surjektiv? Ar f injektiv? Vad géller for g?

3. Lat f : Z — Z vara definierad av f(a) = —a. Ar f surjektiv? Ar f injektiv?

4. L&t g : Z — Z vara definierad av g(a) = f(f(a))?, dir f : Z — Z definieras av f(a) = —a.
Bestdm g(a) utan att svara i termer av f. Ar g surjektiv? Ar g injektiv?

5. Lat h vara en funktion fran {1,2,3,4,5} till {a,b, c}.

(a) Ange h:s definitionsméngd.

(b) Bestam h(1),h(2),h(3),h(4), h(5) sa att h blir surjektiv.

(c¢) Bestam h(1),h(2),h(3),h(4), h(5) sa att h inte blir surjektiv.
(d) Gér det att bestdmma h vara injektiv?

6. Lat f vara en funktion fran {1,2,3} till {a,b,c} definierad genom f(1) = a, f(3) = «,
f(B) = b. Bestam « och 8 sidana att f dr injektiv.

7. Lat f(x) = /z. Vilka av f6ljande val av definitionsméngd och malméngd ar tilldtna?

(@) f:Ry =Ry
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(b) f: Ry =R
(¢) f:R—>R
(d f:R—>C

8. Lat f:N > Roch g:R — C.

(a) Kan man definiera f(g(a))? Kan man definiera g(f(a))?
(b) Kan det finnas ndgot naturligt tal n sddant att f(n) = 2+ 3i eller f(n) = 277

9. Lat f : N = Nsd att f(z) = 2 +2 och ldt g : N — N s att g(z) = 2z. Hur ser de
sammansatta funktionerna f(g(z)) och g(f(z)) ut? Ar de samma funktion?

10. Lat f(x) = bz. Bestdm f:s virdeméingd och avgor huruvida f ar injektiv/surjektiv i vart
och ett av foljande fall:

11. Bestam om f6ljande funktioner &r injektiva respektive surjektiva:
(a) f:R —Rsiatt f(z) =22,
(b) g: Ry — R sd att g(z) = —x — 3,
(¢) h: Ry — R sd att h(x) = —/x,
(d) r definierad genom r(x) = f(g
(e) s definierad genom s(z) = f(h

12. (Svdrare) Vissa funktioner har egenskapen att de ar bade injektiva och surjektiva, och vi
kallar dessa funktioner bijektiva. En egenskap hos bijektiva funktioner ar att malméangden
och definitionsméngden innehaller precis lika manga element. Detta ar latt att se med
funktioner definierade pa dndliga méngder, men samma resonemang anvinds av matematiker
for odndliga méngder. Vi sédger da att tva méngder har samma kardinalitet om och endast
om vi kan skapa en bijektion mellan dem. Detta leder till lite mérkliga samband. For att
belysa ett av dem: Kan man skapa en bijektion mellan de naturliga talen N och heltalen 7.2

3.2. Grafer for reella funktioner

Da man arbetar med reella funktioner, alltsa funktioner fran R till R eller fran en delméngd av R
till R, ar graferna for funktionerna ofta till stor nytta. Bilden av en funktions graf askadliggor
lattillgdngligt manga av funktionens egenskaper.

Att associera en funktion med dess graf ar s& vanligt att man inte alltid skiljer tydligt pa
om man talar om funktionen eller dess graf. Till exempel ett uttryck som ”funktionen planar ut”
kommer fran den geometriska egenskapen att grafen dr planare i ena &nden.

3.2.1. Det reella talplanet och grafer

Méngden R x R bestar av alla par (a,b) av reella tal a och b. Denna méngd representeras
geometriskt med det reella talplanet (zy-planet) vilket “spanns upp” av tva koordinataxlar,
vanligen en z-axel och en y-axel. Talparet (a,b) motsvarar da péa vélbekant sitt punkten med
z-koordinat a och y-koordinat b.
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Definition 8. Grafen (eller funktionsgrafen) till en reell funktion f(z) ar alla punkter (z,y) i
det reella talplanet sadana att y = f(z).

Detta stdmmer forstas 6verens med det sedan tidigare kéinda séttet att representera en funktion
genom att for varje z-virde markera en punkt pa "hojden” f(x) (om vi pad standardvis later
y-axeln vara vertikal). For varje punkt x i funktionens definitionsméngd far vi en punkt (x,y) i
talplanet och alla dessa punkter &r grafen. Ofta uttrycker man sig lite slarvigt och sédger ”grafen
y = f(z)". Eftersom varje a-virde bara motsvaras av ett y-virde sa kan ingen vertikal linje skira
en graf i mer &n en punkt.

Utifran definitionen &r det &ven naturligt att tdnka pa grafen till en funktion pa foljande sétt:
Sambandet y = f(z) kan ses som en ekvation fér de tva variablerna x och y. De par av tal 2 och
y som &r losningar till ekvationen ger alla punkter (z,y) som hor till grafen.

Exempel 3.2.1. Nar f(z) ar ett forstagradspolynom, f(z) = kx 4+ m, bildar grafen till f en rét
linje. I Figur || illustreras grafen till funktionen f(z) = x, vilken alltsd ar méngden av punkter
{(z,z) |z € R}. Funktionen f(x) = x &r injektiv eftersom f(x1) = f(x2) medfor att x; = xo,
eller mer lattsamt uttryckt: varje y-virde som antas motsvaras av endast ett x-virde. Funktionen
f(z) = x ar dven surjektiv—virdeméngden till f &r hela R.

L1 f(x)
0.5 {
‘ z
-1 —05 0.5 1
—0.5 |
—1 ¥

Figur 4: Grafen till f(z) =« pa [-1,1].

Exempel 3.2.2. For funktionen f : R — R, f(z) = 2? ér grafen mingden {(z,2?)|z € R}.
Denna kurva, y = 22, visas i Figur [5l Som vi redan konstaterat i Exempel ar f varken
surjektiv eller injektiv. Vi har ju V; = R>q och foér varje y > 0 finns tva motsvarande z-vérden.

Kurvan i Figur [5| ar ett exempel pa en parabel. ”Strack ut” kurvan i z-led eller y-led, vand
eventuellt upp-och-ner pa den och flytta den i sidled och héjdled, och du har fortfarande en
parabel. Allméint beskrivs en parabel av ekvationen y = a(x — ¢)? + b, diir a, b och ¢ #r konstanter.
Varje andragradsfunktion kan skrivas pa denna form med hjélp av kvadratkomplettering, sa varje
andragradsfunktion har en parabel som graf.

Exempel 3.2.3. Lat X =1,2,3,9/2 och Y = 1,4 och definiera funktionen d : X — Y enligt
d(1)=1, d(2)=1, d(3)=4 och d(9/2)=4.

Funktionen d ar ett exempel pa en diskret funktion eftersom den ar definierad pa en diskret méangd
(det gar att rikna elementen i X[)). Dess graf ar {(1,1), (2,1),(3,4),(9/2,4)}; se Figur [6]

*Detta ar inte ett nodvandigt krav, men ett tillrdackligt, for en diskret méngd.
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g9(z)

-2 -1 1 2

Figur 5: Grafen till funktionen g(z) = 22 pa intervallet [—2,2].

|d(=)

12 3 4

Figur 6: Grafen till funktionen d i Exempel

3.2.2. Grafer till inversa funktioner

Anta att f &r en funktion fran R till R. D& kan man se direkt fran dess graf om funktionen &r
injektiv. For en injektiv funktion ska varje vagrat linje y = ¢ (¢ dr en konstant) skéira grafen pa
hdgst ett stélle, ty om den skér pa tva stillen finns det ju tva virden pa variabeln som ger samma
funktionsvirde c. Undersok vad som géller for den rita linjen i Figur ] och parabeln i Figur

Likasa kan man fran grafen se om en funktion ar surjektiv. For en surjektiv funktion ska
varje vagrit linje y = c skéra grafen pa minst ett stélle, ty om den inte skér grafen finns det
inget viarde pa variabeln som ger funktionsvérdet ¢. Undersok aterigen vad som géller fér den
rita linjen i Figur [4 och parabeln i Figur

Fundera dven pa hur en graf kan se ut vars funktion ar injektiv men inte surjektiv, eller en graf
vars funktion ar surjektiv men inte injektiv. Léngre fram i texten kommer vi ge sidana exempel.

Det giller alltsé att en funktion &r bade injektiv och surjektiv, och darmed inverterbar, om
varje horisontell linje skir dess graf i erakt en punkt. Varje y-virde svarar dd mot exakt ett
x-viirde vilket gor att om man har riknat ut f(a) och fatt b kan man med f~1(b) "gé tillbaka”
och fa a.

Lat oss nu anta att den reella funktionen f &r inverterar med invers f~!. Hur ser inversens
graf ut? Om f(a) = b sd ir (a,b) en punkt pa grafen till f. Vi har di att f~1(b) = a sd att (b, a)
ar en punkt pa grafen till f~!. Det som héint &r att vi bytt plats p& z- och y-koordinat. I vart
koordinatsystem kan vi helt enkelt byta plats pa beteckningen = och y péa axlarna. Men vi brukar
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ju inte ha z-axeln uppat sa vi "speglar” sedan alltihop—bade axlar och graf—i diagonallinjen
x = y sa att axlarna hamnar dér vi brukar ha dem. Speglingen av bilden av f:s graf visar nu
bilden av inversens graf. I Figur [7] visas en funktions graf och dess spegling, vilken motsvarar
inversens graf.

Figur 7: Graferna till funktionen f(z) = 23/10 4+ 2/3 + 1 och dess invers f~!(z) ar
varandras spegelbilder i linjen y = x.

Med méngdbeteckning s dr grafen till f punktméngden {(a,b)|a € R,b = f(a)} och grafen
till =1 &r punktméngden {(b,a)|b € R,a = f~1(b)} = {(b,a) |b € R,b = f(a)}, dir sista likheten
beror pa att det inte spelar ndgon roll om vi ger sambandet mellan a och b med b = f(a) eller
a = f~1(b). I ett exempel visar vi hur man utifrin detta kan bestimma ett uttryck for den inversa
funktionen.

Exempel 3.2.4. Bestam den inversa funktionen till f(z) = 2z + 1.

Lésningsforslag. Funktionen ar inverterbar. Grafen till f(x) dr punkterna i méngden
{(a,b)|a e R,b=2a+ 1}

och grafen till den inversa funktionen &r da
{(b,a)|a € R,b=2a+1}.

Fran sambandet b = 2a + 1 kan vi 16sa ut a, vilket ger a = % — %

Inversens graf kan nu beskrivas enligt {(b,a) |b € R,a = 3 — %} Eftersom méngden beskriver
vilka punkter (z,y) = (b,a) som hor till grafen ser vi, genom att ersitta b med x och a med y i
méngdbeskrivningen, att det &r de punkter for vilka y = 5 — %, vilket innebér att f~1(x) = 5— %

Fran denna lite omstédndiga 16sning kan man konstatera att det visentliga steget som behovdes

for att bestdmma inversen var detsamma som att 16sa ut x fran sambandet y = 2x + 1. Det ger

Graferna ar skissade i Figur [8] Vi kan kontrollera att den invers vi bestdmt dr korrekt genom
att kontrollera att sammansittningen av f och f~! blir identitetsfunktionen, vilket foljer fran

utrdkningen
st =1 (5-3)=2(5-3) 1o -
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Figur 8: Graferna till funktionen f(z) = 2z + 1 och dess invers f~(z) = £ — 1. De tva

graferna ar varandras spegelbilder i linjen y = = eftersom de &r varandras inverser.

Exempel 3.2.5. Andragradspolynom definierade pa hela R ar inte inverterbara eftersom de
inte dr injektiva. Ta till exempel funktionen f(z) = x2. I Figur |§| illustreras punktméngderna
{(a,a?)|a € R} och {(a? a)|a € R}. Den andra ir spegelbild av den forsta, men d& f inte &r en
inverterbar funktion s& dr den speglade punktméngden ingen graf.

Som vi konstaterat i Exempel[3.1.2]s kan vi dock krympa definitionsméngden och malméngden
frén hela R till R>o. Funktionen h(z) = 2 frdn R>q till R> &r bade injektiv och surjektiv.
Inversen &r h~'(z) = \/z, eftersom det ju galler att h=1(f(z)) = h~*(2?) = Va2 = 2 om = > 0.
Istillet for att krympa definitionsméngden for f(z) = 22 si kan vi siiga att f &r inverterbar pd
intervallet [0, 00[. Det géller ocksd att f &r inverterbar pa intervallet |oo, 0], men vi kan bara vélja
ett av intervallen om vi vill ha en invers.

v

Figur 9: Den heldragna kurvan visar punktméngden {(a,a?)|a € R}, det vill siiga grafen
till f(x) = 22. Den streckade kurvan visar punktméngden {(a?,a)|a € R}; denna &r inte
nigon graf. Diaremot dr den del som har korta streck grafen till funktionen f(z) = /&
och den del som har ldnga streck dr grafen till funktionen f(z) = —/z.

3.2.3. Skérningen av kurvor och Iésningar till ekvationer

Geometriskt svarar de reella 16sningarna till ekvationen f(z) = 0 mot de z-koordinater dir grafen
till funktionen f(x) skdr x-axeln. Exempel ges i Figur [10| och
P4 liknande sétt kan 16sningarna till en ekvation f(z) = g(x) tolkas som z-koordinaterna for
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i NS 4

Figur 10: Grafen till y = 22 — 4z + 3 pa intervallet [—1, 5]. Ekvationen 2% — 42 +3 = 0
har l6sningarna « = 1 och x = 3, vilka sammanfaller med de z-koordinater dar grafen
skar z-axeln.

3 -2 -1 12 3

Figur 11: Grafen till f(z) = 22 + 1 pd intervallet [—3, 3]. Ekvationen 22 + 1 = 0 saknar
reella 16sningar och grafen saknar skdrningspunkter med z-axeln.

skarningspunkterna for de tva graferna y = f(x) och y = g(z). Och omvént géller som bekant att
det geomteriska problemet att bestdmma skarningspunkter for tva grafer kan overséttas till det
algebraiska problemet att l6sa en ekvation av typ f(z) = g(x).

Exempel 3.2.6. Bestim skiirningspunkterna for graferna till f(x) = 22 4+ x och h(z) = x + 4.

Lésningsforslag. Punkternas z-koordinater ges av 1osningarna till ekvationen f(z) = h(x), det
vill séiga losningar till ekvationen 22 + x = x + 4. Dessa dr = +2. Motsvarande y-koordinater
ges av f(2) = 6 och f(—2) =2, sa skiirningspunkterna ér (2,6) och (—2,2), se Figur [[2] O

Det kan forstas dven vara sa att en linje och en parabel saknar skidrningspunkter. till exempel
skiir inte linjen y = 2 — 1 parabeln y = 2%+ 2 eftersom ekvationen 2%+ = x—1 (som kan forenklas
till 22 = —1) saknar reella I6sningar. Ett annat exempel ges av specialfallet som illustreras i
Figur parabeln y = 2 + 1 har ingen skdrningspunkt med z-axeln, vilken ju motsvarar linjen
y=0.

Kuriosa. Algebraisk geometri dr ett av de stora forskningsomradena inom matematik och handlar
i grunden om losningar till system av polynomekvationer i flera variabler.
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10 |

3 —2 1 1 2 3

Figur 12: Graferna till f(z) = 2? + 2 och h(z) = x + 4 skéir varandra i punkterna (2, 6)
och (—2,2).

3.2.4. Cirkelns ekvation

Hér ska vi gora en avstickare till en typ av kurvor som inte ar funktionsgrafer, ndmligen cirklar.
Vi ska hérleda cirkelns ekvation, alltsé ett samband mellan x och y som ar uppfyllt precis da
(z,y) ar en punkt pa cirkeln.

Vi borjar med en cirkel som har radie r och centrum i origo. For varje punkt (x,y) pa cirkeln
ar avstdndet frdn punkten till origo lika med r. Enligt Pythagoras sats ar 2 4+ 32 = r2, vilket
illustreras i Figur [I3] Dessutom géller det omvénda: for varje par av tal z och y som uppfyller
sambandet 2 + 3% = 72, sa ligger punkten (z,y) pa cirkeln. Alltsd ir cirkelns ekvation

,’E2+y2:7"2

och méngden av punkter som utgér cirkeln ar {(z,y) |22 + y* = r?}.

Figur 13: Cirkel med radie r och centrum i origo. Till varje punkt (z,y) kan vi rita in
en ratvinklig triangel for vilken Pythagoras sats ger att 22 + y? = r2. Det spelar inte
nagon roll om koordinaterna &r positiva eller negativa; kateternas langder ar |x| resp.
ly| och dessa i kvadrat ges alltid av 22 resp. y2.

Det finns ingen funktion f(z) som har cirkeln som sin graf eftersom varje vertikal linje x = a
med —r < a < r skér cirkeln tva ganger. Detta ser vi ocksa om vi l6ser ut y ur cirkelns ekvation.
Det ger y = +v/r2 — 22, sd att det for varje x = a med —r < a < r finns tva punkter pa cirkeln,
namligen (a,v7? — a?) och (a, —v12 — a?).

Déremot ar det moéjligt att beskriva cirkeln som en union av graferna till de tva funktionerna
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fi(x) = vr2 —2? och fo(x) = —v/r2 — 22, dir f1 och fy ér definierade i intervallet [—r,7].
Figur [T4] visar graferna i det fall d& radien &r ett.

Figur 14: Cirkel med radie 1. Den heldragna linjen &r grafen till funktionen fi(x) =
V1 — a2 och den streckade linjen ar grafen till funktionen fo(z) = —v/1 — 2.

Utan storre besvér kan vi g& vidare och ange cirkelns ekvation &ven nér centrum ligger i en
annan punkt dn origo. Lat oss anta att centrum ligger i punkten (a,b). Om (z,y) dr en punkt pa
cirkeln sa #ar avstandet fran punkten (z,y) till punkten (a,b) ar lika med r. Enligt Pythagoras
sats far vi

(x—a)® + (y - b)?* =r?,

vilket dr cirkelns allmédnna ekvation; se Figur [I5

Figur 15: Cirkel med radie r och centrum i (a, b).

Exempel 3.2.7. Bestdm ekvationen fér en cirkel som har sin medelpunkt i (1,1) och radie v/2.

Lisningsforslag. For varje punkt (z,y) pa cirkeln méaste det gilla att (z —1)% + (y — 1)? = (v/2)?,
vilket ger oss ekvationen (z —1)% + (y — 1)% = 2. 0

Kuriosa. Om man modifierar cirkelns ekvation kan man fa andra geometriska objekt. Lat oss
betrakta méingden av alla reella tal (z,y) sddana att y? = 23 — 42 — 1. Denna punktméngd bildar
en sa kallad elliptisk kurva, som ar intressant bland annat f6r sin tillimpning inom kryptografi.
Som Figur [16] visar sa dr punktméngden vésentligt skild fran cirkelns punktméangd.
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D. .

—4

Figur 16: Den elliptiska kurvan y? = 2® — 42 — 1 p4 intervallet [—3, 3].

Ovningar 3.2

1. Rita grafen till den inversa funktionen till var och en av funktionerna givna nedan om
mojligt. Ange i annat fall vilken egenskap som inte uppfylls: injektiv, surjektiv eller bada. I
de fall det dr mojligt, rita inversen pa intervallet [—5, 5] med lamplig skala pa y-axeln.

3.3. Grundliggande reella funktioner och dess grafer

Vi ska nu lite kort ta upp vanliga typer av reella funktioner, ndmligen polynom, rationella
funktioner, exponentialfunktioner och logaritmfunktioner. Trigonometriska funktioner vantar vi

med till Avsnitt B.5

3.3.1. Linjira funktioner

Forstagradspolynom f(x) kallas for linjara funktioner och dess grafer dr helt enkelt réita linjer.
Med k och m som konstanter skriver vi den réta linjens ekvation péa formen

y=kx+m.

Geometriskt anger talet £ lutningen pa den réta linjen, det vill sdga kvoten av skillnaden i
y-led med skillnaden i z-led for tva godtyckliga distinkta punkter pa linjen. Talet m anger den
y-koordinat dér linjen skér y-axeln.

En rat linje bestdms entydigt av tva punkter i planet som inte har samma z-koordinat.
Geometriskt ar det tdmligen uppenbart. Vi illustrerar med ett exempel hur linjens ekvation kan
bestdmmas fran tva punkter. Vi ger tva losningsforslag, du bor kunna anvinda bada metoderna.

Exempel 3.3.1. Bestdm ekvationen for den linje som gar genom punkterna (1,2) och (—1,1).
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Lésningsforslag 1. Den réata linjen ar pa formen y = kx + m. Att den forsta punkten ligger pa
linjen ger oss ekvationen 2 = k-1 +m och den andra punkten ger oss 1 = k- (—1) 4+ m. Alltsd har
vi ekvationssystemet
k4+m=2
{ —k+m=1

Viloser ut k ur den forsta ekvationen, k = 2—m, och sétter in i den andra. Vi far —(2—m)+m = 1,
det vill siga 2m = 3 eller m = 3/2. Det ger k = 2 — 3/2 = 1/2. Den réta linjen ges alltsa av
ekvationen y = /2 + 3/2. O

Lésningsforslag 2. Den rata linjen ar pa formen y = kx + m. Lutningen k berdknas som kvoten
av skillnaden i y-led med skillnaden i x-led fér de tva punkterna.

2-1 1

kzl—i(—l)ii'

For att bestdmma m anvénder vi att en av de givna punkterna—Ilat oss ta (1,2)—ska uppfylla
linjens ekvation:

1
2=—--1+m.

\V]

Det ger m = 3/2 och linjens ekvation ar alltsd y = /2 + 3/2. O

I nésta exempel ser vi att det rdcker med en punkt och lutningen pa linjen for att bestamma
linjens ekvation.

Exempel 3.3.2. Bestdm den funktion f(z) vars graf r en linje som gar genom punkten (3,—1)
och har lutning —2.

Lésningsforslag. Funktionen ér pa formen f(x) = kz+m. Att lutningen dr —2 innebér att k = —2
och att punkten (3, —1) ligger pa linjen medfor att —1 = —2 - 3 + m. Detta ger m = 5 sd den
sokta funktionen &r f(x) = —2z + 5. O

Ett specialfall r en linjar funktion med k& = 0. D& dr f(x) = m och alltsd dr funktionsvéirdet
helt oberoende av x. Ska vi vara petiga sd &r detta alltsa en linjar funktion som inte &ar ett
forstagradspolynom. Grafen y = m &r en horisontell linje (parallell med z-axeln) och virdeméngden
till f bestar av ett enda tal: Vy = {m}.

En linje som &r vertikal (parallell med y-axeln) motsvarar ingen graf y = f(x) eftersom alla
y-varden antas for ett enda viarde pa x. Om linjen skir xz-axeln i x = n sa ar det just detta som
ar linjens ekvation—alla punkter som uppfyller denna ekvation ar {(z,y) |y € R,z = n}.

3.3.2. Allminna polynomfunktioner

Vi har redan sett att vi kan betrakta polynom som funktioner fran R till R. Definitionsmédngden
for ett godtyckligt polynom kan véljas till hela R men om virdeméngden &r hela R eller inte
beror pa polynomets grad. Exempel pa polynom av grad tva ges i Figurer [5| och Figur deras
grafer ar parabler och de har en begréinsad viardeméangd.

Allméant galler att nir funktionen f har udda grad ar virdeméngden hela R, det vill siga
att f ar surjektiv, men ndr f har jamn grad dr virdeméngden bara en delméngd till R. Lat oss
forklara detta med tva exempel.

Betrakta forst polynomet p(z) = z — x — 1, vars graf delvis visas i Figur Nar x
antar stora virden kommer x3-termens bidrag till polynomet att vara dominerande. Redan d&
x = 10 blir 23-termen 10® = 1000, vi kan jimfora med virdet pad —2? —x — 1 som blir —111.
Och skillnaden mellan 23-termen och de évriga termerna vixer nir x dkar. Aven nér x blir ett
tillréickligt stort negativt tal, kommer z3-termen att dominera. Fér z = —10 ér x3-termens bidrag
—1000 medan det sammanlagda bidraget hos de ¢vriga termerna ar —91.

Polynomet p(z) uppfor sig med andra ord ungefir som 3 nér x dr ett vildigt stort positivt
tal eller ett vildigt stort negativt tal. Det foljer att p(x) dr negativt nir z ar ett tillrackligt

3
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4 4

v

Figur 17: Grafen till funktionen p(z) = 2® — 22 — 2 — 1.

stort negativt tal och positivt nér = ar ett tillrdckligt stort positivt tal. Det innebér ocksa att
p(x) kommer att kunna anta godtyckligt stora véirden och godtycklig stora negativa vérden.
Vérdeméangden V), kommer dérfor att vara hela R.

P& motsvarande sitt kan vi se att det dr z*-termen som tydligt dominerar i polynomet
g(z) = 2* — 23 — 2% — 2 — 1 redan niir z = —10 eller néir x = 10. Det innebir att g(z) &r ett stort
positivt tal nir x ar ett tillrdckligt stort negativt eller positivt tal. Det foljer att g(x) inte kan
anta hur stora negativa virden som helst, utan har ett minimum. Dérmed &r virdeméngden till g

endast en delméngd till R och g ar alltsd inte surjektiv. Grafen visas i Figur

—1\ 1 2

-2t

Figur 18: Grafen till funktionen g(z) = 2* — 2% — 2% — 2 — 1.

Vi ser fran vara exempel att polynomfunktioner vanligen inte har nagon invers. Men det finns
undantag—till exempel har ju alla linjara funktioner invers. Bland de hogregradspolynom som
har invers kan f(z) = 2" ndmnas for alla udda heltal n, dir inversen ges av f~' = /. Ett
annat exempel pa ett trejdegradspolynom ges i Figur [7]

3.3.3. Rationella funktioner

En rationell funktion ges av en kvot av tva polynom. Definitionsméngden till en rationell funktion
ar hela R forutom de punkter dér polynomet i ndimnaren ar lika med noll. Fér exempelvis den
rationella funktionen
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ar definitionsméngden alla reella tal utom —1, det vill siga Dy = {z € R|x # 1}, vilket ocksd kan
skrivas R\ {—1}. Nér x antar virden nédra —1 blir ndmnaren ett tal néra noll sa att funktionsvérdet
blir véldigt stort positivt eller negativt (beroende av om x ér lite storre eller lite mindre dn —1).

Grafen kommer nirma sig linjen = —1, sd som visas i Figur [[9} Denna linje kallas for en lodrdit
asymptot.

| 101

l

l

5

l

-3 -2 -1 1 2 3

|

|

=51

l

p =10 |

|

|

Figur 19: Grafen till funktionen f(z) = zle' Funktionen har en lodrat asymptot i
z=—1

Mer allmént kommer det uppsta lodrita asymptoter i alla punkter dér en rationell funktion
inte ar definierad, férutom mojligen i specialfallet diar polynomet i téljaren blir noll i samma
punkt.

Kuriosa. En rationell funktion ar inte riktigt samma sak som ett rationellt uttryck. Bada &r
kvoter av polynom, men for rationella uttryck tillater man férenklingar. Det rationella uttrycket

2 —1

rz—1

kan forkortas med x — 1 och férenklas pa sa sétt till x + 1. Men om

f(z) = l;__ll och g(zx)=x+1

sd dr f och ¢ inte samma funktion, eftersom f endast &r definierad pd R \ {1} men g &r definierad
pé hela R, savida man inte explicit lagger till att definitionsméngden ar nadgot annat.

For att losa ekvationer av typen h(x) = 0 dir h(x) dr en summa av rationella funktioner
gor man lampligen forst en omskrivning sa att man far en polynomekvation. Man maste sedan
kontrollera att l6sningarna till denna inte gor att nagon av de ursprungliga ingdende ndmnarna
blir noll, fér om sa &r fallet 4r det ju inte en l6sning. Vi visar med ett exempel.

Exempel 3.3.3. Los ekvationen
1 1
-+
z x+1

+1=0.

Losningsforslag. Vi borjar med att skriva termerna i vénsterledet pa gemensam nédmnare och far

z+1 x x(z+1)

z(z+1) =z(z+1) z(z+1) =0

Ska detta gélla maste téljaren vara 0, alltsa

r+1l+x+z(x+1)=0,
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vilket forenklas till
22 +3z+1=0.

Losningarna till denna polynomekvation &r x = %‘/3 Ingen av dessa gor att ndgon av de

—34+5

ursprungliga némnarna blir noll. Alltsd ér z = =25

l6sningar till ekvationen. O

3.3.4. Exponentialfunktioner

En ezponentialfunktion dr en funktion som kan skrivas pa formen f(x) = Ca®, dir basen a &r ett
positivt reellt tal och C &ar en godtycklig nollskild konstant. De baser som anvénds mest &r 2, 10
och e. Talet e, som ar ungefir lika med 2.718, dr det unika tal som gor att funktionen f(x) = e*
ar sin egen derivata (se nésta kapitel). Det dr darfor som e dr s anvindbar som bas.

Definitionsméngderna fér exponentialfunktionerna &r hela R och viardeméngden &r de positiva
reella talen, R, under férutsittning att C' ar positiv.

—
o

/N0 W ke Ot O N 0 ©

5-4-3-2-1 1 2 3 4 5
Figur 20: Graferna till exponentialfunktionerna f(x) = 2% och g(z) = (1/2)* =277.

Du har formodligen dven stott pa exponentialfunktioner pa formen f(z) = €**, med en
konstant k. Notera att denna kan skrivas om med en av potenslagarna enligt f(z) = e** = (eF)”.
L&t nu a = e, da kan funktionen skrivas pa den enklare formen f(z) = a®.

Kuriosa. Talet e ar faktiskt lika med den odndliga summan

il—1+1+1+1+i+
jzoj!_ 2 6 24 '

Den oédndliga summan Z?‘io % innebér att vi ska addera alla tal pa formen 1/5!, dar j ar ett

naturligt tal. Att summan verkligen blir 4ndlig trots att antalet termer &r odndligt bevisas normalt
under den inledande analyskursen pa hogskolan.

3.3.5. Logaritmfunktioner

Exponentialfunktionerna &r injektiva: inga tva z-varden ger samma funktionsvérde y. Om vi
betraktar dem som funktioner fran R till deras virdeméngd R, sa blir de dessutom surjektiva
och dérmed inverterbara, enligt vad vi resonerade oss fram till i Avsnitt

Inversen till en exponentialfunktion f(z) = a® fran R till Ry kallas logaritmfunktion. Defini-
tionsméngden till en logaritmfunktion &r alltsd R4 och virdeméngden ar hela R. En logaritm-
funktion &r alltsa aldrig definierad for negativa tal.

Mer precist dr 2-logaritmen, betecknad log,(x), inversen till 2%, 10-logaritmen, betecknad lg(x)
eller logo(x), ar inversen till 107 och den naturliga logaritmen, betecknad In x, dr inversen till e”.
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Det géller alltsa att

eM® =g forz €Ry och Ine® =2z forzeR.

I Figur [21] visas graferna till e* och In x.

6 8 10
Figur 21: Graferna y = e” och y = In(z). Eftersom dessa funktioner dr varandras inverser
ar deras grafer varandras spegelbilder i den streckade linjen y = .

De s& kallade logaritmlagarna &r ofta anvandbara vid rédkning med logaritmer. Dessa &r
(i) log(ab) = loga + logb,

(ii) loga® = bloga.

Lagarna ar en foljd av rdknereglerna for potenser och de géller oavsett vilken logaritmbas
man anvénder. Vi bevisar den forsta logaritmlagen for naturliga logaritmer: Lat a och b vara
tva positiva reella tal. D4 finns det tal ¢ och d sddana att e = a och e? = b, nimligen ¢ = Ina
och d = Inb. Vi har di att a-b = e° - e? = e°t?. Logaritmerar vi likheten ab = e“*? far vi
In(ab) = c+d, men ¢ +d =1na+ Inb och dirmed f6ljer resultatet In(ab) = Ina + Inb.

Med (i) och (ii) kan vi géra omskrivningen

log(a/b) = log(a-b~') =log(a) +log(b™!) = log(a) + (—1) - log(b) = loga — log b

och har ddrmed visat sambandet
(ii) log(a/b) = loga — logb.

I allménhet gar det inte att skriva om uttryck innehallandes logaritmer som rationella tal,
men i féljande exempel dr det mojligt med en sddan forenkling.

Exempel 3.3.4. Vi har att
log,(2%) = 3log,2=3-1=3.

Exempel 3.3.5. Skriv log;, 2 + log,y 5 som ett heltal.

Losningsforslag. Genom att anvinda den forsta logaritmlagen bakldnges far vi

log,2 + logyg 5 = log(2 - 5) = log;, 10 = 1. O
Exempel 3.3.6. Forenkla ¢ —31In3 +In(e® - 3) + In9.

Losningsforslag. Vi har e"® = 5 eftersom den naturliga logaritmen &r invers funktion till e®.
Vidare ér den tredje termen In(e’-3) =Ine® +1n3 =5Ine + In3 = 5+ In 3. Detta ger
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e™® —3In3+1n(e® 3)+n9=5-3In3+5+In3+1n9
=10-2In3+1n9=10—-1In3%+1n9 = 10. O

Vid den hér typen av férenklingar finns det flera olika vagar att skriva om pa som fungerar
lika bra, det finns ingen regel som anger att man bor anvinda logaritmlagarna i nagon sarskild
ordning.

Ett vanligt misstag vid logaritmrékning &r att skriva om log(x + y) som log(z) + log(y), men
i allménhet ar log(x + y) # log(z) + log(y). Om vi till exempel later z = y = 4 sa far vi

logy(z +y) = log, (4 + 4) = log,(8) = log,(2*) = 3,

medan
logy () + log,(y) = logy(4) + logy(4) = log,(2%) +logy(2%) =2 +2 = 4.

Nu ska vi 16sa ndgra ekvationer. Om variabeln finns som en exponent i ekvationen kan man ha
nytta av att ta logaritmen av ekvationens bada led och om logaritmen av variabeln férekommer
i ekvationen kan man titta pa den ekvation man far om man tar e upphdgjt till de bada leden.
Detta fungerar dock bara om ekvationen inte &r for komplicerad och man kan behéva gora en
smart omskrivning forst.

Exempel 3.3.7. Los ekvationen e” = 2.

Lésningsforslag. Logaritmering av bada led ger oss In e” = In 2. Eftersom Ine” = z sa blir z = In 2
l16sningen till ekvationen. 0

Exempel 3.3.8. Los ekvationen Inz = 5.

5

Ine — » s sre=e> O

Losningsforslag. Vi exponentierar bada led och far e * = ¢°. Eftersom e
Exempel 3.3.9. Los ekvationen 2In(z —4) =Inz +In 2.

Lésningsforslag 1. Vi skriver om ekvationen som In(x — 4)? = In(2z) genom att anviinda lo-
garitmlagarna. Vi exponentierar dérefter bada led och far ekvationen (z — 4)? = 2z. Denna
andragradsekvation har har rétterna @ = 2 och © = 8. « = 2 &r dock en falsk 16sning ef-
tersom vénsterled &r odefinierat for x = 2 (logaritmfunktionernas definitionsmingd ar R, s&
In(2 — 4) = In(—2) &r odefinierat). Vi kontrollerar med insédttning om x = 8 &r en &kta losning:
VL=2In8 =In8 =1n16 och HL = In8 +In2 = In(8 - 2) = In 16. Det stiimmer, ekvationens
16sning ar x = 8. O

Vi bor har papeka varfor det dok upp en falsk rot i exemplet. I det forsta steget av 16sningen
anvinde vi logaritmlagen loga® = bloga for att skriva om 2In(x — 4) som In(xz — 4)2. Men
likheten 21In(z — 4) = In(x — 4)? giller endast fér x > 4 eftersom det viinstra ledet annars inte
ar valdefinierat. Sa vid anvdndning av logaritmlagarna kan det smyga sig in falska l6sningar
pé liknande sétt som vi sag for fallet vid kvadrering av rotekvationer i Avsnitt Vi ger ett
till 16sningsforslag, dér vi vésentligen gér samma steg men vi skriver 16sningen uttryckt med
implikations- och ekvivalenspilar.

Losningsforslag 2. Vi har att
2In(r —4) =lnz+mn2 = In(z—4)?=In(22) <= z=2cllerxz=3.

Viansterledet &r inte definierat for x = 2. Losningen x = 8 ger att vénsterledet blir 2In8 =
In 82 = In 16 och hégerledet blir ocksd In8 +In2 = In(8 - 2) = In 16. Den enda lésningen #r dérfér
r =8. 0
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Prévningen héir var nédvéndig eftersom ett steg i omskrivningen av ekvationen endast var en
implikation och inte en ekvivalens. Ta fér vana att alltid prova om dina l6sningar stdmmer i den
ursprungliga ekvationen! Om nagon 16sningen inte funkar sa ar det antingen ett raknefel eller ett
steg i 16sningen dér ekvivalens inte géller.

Ovningar 3.3

1.

10.

11.

Vilka av féljande méingder av punkter (z,y) utgdr grafen till en funktion y = f(x)? Varfor?

(a) Alla par (z,y) av reella tal som uppfyller z +y = 1.
(b) Alla par (z,y) av reella tal som uppfyller 22 + 3% = 1.
(c) Alla par (z,y) av reella tal som uppfyller z — y? = 0.

. L&t f(x) = 22. Rita kurvorna som ges av foljande samband:

(a) y = f(z)

(b) y=flz—1)
() y=rlz)+1
(d) y = f(=x).

. Virdet f(x) av en funktion f kan ges av olika regler for olika véirden pa variabeln z. Rita

grafen till funktionen nedan pa intervallet [—3, 3]:

2 4+2x daz<l1
f(z) = .
20 +1 dazxz>1.

. Lat f(z) = 2z. Bestam inversen till f och ange definitionsmingden, malmingden och

vardeméangden till den inversa funktionen.

. Lat f(z) = 3z + 5. Bestam inversen till f och ange definitionsméngden, malméangden och

vardeméangden till den inversa funktionen.

. Bestdm ekvationen for linjen som gar genom punkten (3,7) och har lutningskoefficient 1/2.
. Bestam ekvationen for linjen som gér genom punkterna (—3,5) och (%, 10).

. Los ekvationerna

(a) Inz +In(x —1) =1n6
(b) In(1/2%) +Ina® =0

. Férenkla 10'85 +1g(6 - 5) — 1g(3%) + 1g 9.

(Svdrare) For ett radioaktivt sonderfall giller formeln
m(t) = m(0)e

dér m(t) ar d4mnets massa vid tiden ¢ och A &r sonderfallskonstanten. Med halveringstiden
T menas den tid det tar for amnet att reducera sin massa till halften. Bestam sambandet
mellan A och 7.

Los ekvationerna

(a) 37°3% =1
(b) 4142 — 48 = 16

(C) (6x + 67I)2 _ eZz _ 672m =1.
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12. Los ekvationerna

22—1 b5ad—5
(a) =

r—1  23—-1
r—3 x+4
b =
()x+4 xr—3
5(x — 3) 10

(©) 5o 78 ~ 22 _32°

13. Ge en uppskattning av talet e genom att summera de fem forsta termerna i den oédndliga
summan som definierar e.

14. Hitta med papper och penna atminstone tre punkter pa den elliptiska kurvan i Figur
Tips: Ansétt z-koordinaten och forsok 16sa den uppkomna ekvationen. Upprepa.

3.4. Olikheter och absolutbelopp

3.4.1. Olikheter

I det har avsnittet ska vi se hur man kan 16sa olikheter, alltsa samband som liknar ekvationer
men dar vi istdllet for likhet har det svagare villkoret att det ena ledet ska vara storre dn det
andra, alternativt storre dn eller lika med. Ett exempel pa en enkel olikhet ar 2 4+ x > 3. Denna
olikhet &r sann for alla > 1. Vid omskrivningar av olikheter géller nédstan detsamma som nér
man arbetar med ekvationer, men vid multiplikation (eller division) med negativa tal méaste man
vara forsiktig. Foljande géller:

(i) a>b <<= at+c>b+c
(i) a>b <<= r-a>r-bom r>0
(iii) a>b <= r-a<r-bom r<Q0.

Testa med med nagra par av tal a och b sddana att a > b och ett negativt tal r for att Gvertyga
dig om att den sista regeln géller, oberoende av om a och b ar positiva, negativa eller har olika
tecken.

Nér man arbetar med ekvationer drar man rétt ofta nytta av att man kan byta tecken i bada
led. Notera att byta tecken i bada led ar detsamma som att multiplicera bada led med —1, vilket
alltsa enligt (iii) innebér att man maste ”véinda pa olikheten”. Alternativt kan man subtrahera
bade vanster och hogerled fran bada led i olikheten, vilket resulterar i att man ”bytt plats pa
héger och vénsterled och dndrat deras tecken” men inte &ndrat olikhetstecknet.

Nar man loser olikheter ar det naturligt att det oftast blir ett eller flera intervall som &r
l6sningen och inte bara ett eller nagra fa virden. Vi borjar med ett par exempel med linjira
olikheter.

Exempel 3.4.1. Bestdm l6sningsméngden till olikheten 5z — 12 > 18.

Losningsforslag. Vi anvédnder forsta regeln och adderar 12 till bada led:
dr—12>18 <+ 5z > 30.
Vi kan nu multiplicera bada led med (det positiva talet) %, det vill sdga vi dividerar med 5. Vi far
5¢ > 30 <<= x>6.

Losningen till olikheten dr « > 6, vilket ocksa kan skrivas som x €]6, ool O
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Exempel 3.4.2. Finn de z for vilka bada dessa olikheter géller: 4z — 7 > 20 och 5 — 2z > 7.

Losningsforslag. Forst 16ser vi de tva olikheterna var for sig. Den forsta olikheten skrivs om enligt

27
4o — 7 > 20 <— doe > 27 <— xEZ <= xe[zoo[,

och den andra olikheten skrivs om enligt
5—-22>7 <+— -2>2r <+— -l>z <+—= z<-1 <<= ze€]-o0,—1].

Vi ska nu bestdmma de x som tillhér bada dessa 16sningsméngder. Men det finns inga sadana
x, eftersom inga tal kan vara storre dn 27/4 samtidigt som de dr mindre dn —1. Alltsd finns inga
x som uppfyller bada olikheterna. O

Nu nér vi beméstrat linjdra olikheter angriper vi olikheter med polynom av hogre grad. Som
metod kommer vi anvinda teckentabell med vilka vi undersoker pa vilka intervall som polynomets
faktorer ar positiva respektive negativa.

Exempel 3.4.3. For vilka z ar (x — 1)(z — 2)(z +4) > 07

Lésningsforslag. Fragan ar alltsa for vilka x som polynomet i vénsterledet &r lika med eller storre
an noll. Eftersom polynomet ar faktoriserat ar det latt att se att dess nollstéllen &r x =1, x = 2

och x = —4. Det &dr vid dessa virden som véansterledet kan véxla fran att vara negativt till positivt
eller tviartom. Vi anvidnder nollstillena och uttryckets faktorer for att stilla upp en teckentabell.
—4 1 2
+4) |- 0 + + + + +
(z-=1) |- - — 0 4+ + +
(z—-2)| - - — — — 0 +
(z—1)(z—-2)(x+4) |- 0O + 0 — 0 +

Overst i tabellen anges de virden dér vénsterledet &r 0 i storleksordning, kolumner fore,
emellan och efter dessa varden motsvarar intervall. I varje rad fyller man i var faktorerna i vanstra
kolumnen ar noll, positiva resp. negativa; till exempel &r (x +4) noll i z = —4, negativt for x < —4
och positivt fér > 4. Multiplicerar vi de tre faktorerna far vi sista raden vilken motsvarar hela
uttrycket. Dess tecken féljer av hur manga minus som férekommer i varje kolumn, eftersom ”minus
ganger minus blir plus”; exempelvis &ar det i intervallet mellan —4 och 1 ett + och tva—vilket gor
att produkten av de tre faktorerna &ar positiv i detta intervall.

Fran tabellens sista rad ldser vi av att olikheten ar uppfylld da —4 < x <1 samt da 2 < x,
vilket &ven kan skrivas x € [—4,1] U [2, co[. JAmfor med grafen i Figur

O

I en teckentabell kan man latta avgora var ett uttryck ar positivt respektive negativt. Ska
man ha nytta av detta ndr man 16ser en olikhet maste ena ledet vara noll, alltsa kan man behéva
borja med en omskrivning av olikheten.

Exempel 3.4.4. For vilka z dr 22 — 52 < —67

Lésningsforslag. Vi skriver om olikheten som x? — 5z + 6 < 0. For att faktorisera vinsterledet
behéver vi 16sningarna till 22 — 5z + 6 = 0. Denna andragradsekvation har rétterna x = 2 och
x = 3. Vi kan dérmed faktorisera vénsterledet som (x — 2)(x — 3) (kontrollera att detta ger
22 — 5x + 6). Olikheten (z — 2)(z — 3) < 0 Iéser vi med hjilp av en teckentabell.

2 3
x-2)| - 0 + + +
(z=3) |- - — 0 +
(x=2)(z—-3) |+ 0 — 0 +
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—10 +

—20 +

Figur 22: Grafen y = (v — 1)(x — 2)(z + 4) med de intervall dir y > 0 fetmarkerade.

Vi laser av fran teckenschemat att (z — 2)(z — 3) ar negativt di 2 < x < 3. Alltsd ar olikheten
22 — 5z + 6 < 0 uppfylld for x €]2, 3. O

Har har vi sett hur olikheter med polynom kan lésas genom omskrivning sa att ena ledet
ar noll och det andra ledet innehaller det faktoriserade polynomet. Metoden fungerar &ven om
man inte har polynom om man lyckas med en lamplig faktorisering dar man kan avgoéra i vilka
intervall de olika faktorerna &r positiva respektive negativa.

3.4.2. Absolutbelopp

Absolutbeloppet av ett tal kan sdgas vara ett matt pa storleken av talet, oberoende av om det &r
positivt eller negativt. S& absolutbeloppen av talen 100 och —100 dr bada 100. Absolutbeloppet
av ett tal x, vilket skrivs |z|, kan tolkas som avstdndet mellan 0 och = pa tallinjen.

For alla positiva tal = géller alltsa att |z| = z, och detta &r sant dven dd x = 0. Men da x ar
negativt kan man siga att absolutbeloppet ”tar bort minustecknet”. Att ”"ta bort minustecknet”
for ett negativt tal 4r detsamma som att multiplicera talet med —1. Darfér kan vi ge denna
definition:

Definition 9. For x € R betecknar |x| absolutbeloppet av . Detta definieras av att

r omax >0
|z| =
—x omz <0.

Grafen for denna funktion finns lite lingre fram i boken, i Figur [I7] Ibland anges istéllet att
|x| = Va2, vilket ger exakt samma resultat.

Exempel 3.4.5. Enligt definitionen far vi exempelvis att | — 71| = —(—7) = 7.

For de negativa talen i exemplet ovan hade vi forstas bara kunnat “ta bort minustecknet”
direkt. Men nédr man arbetar med uttryck innehallandes ndgon variabel ar det viktigt att komma
ihag "ett extra minus” i de fall d4 det man ska ta absolutbeloppet av ar negativt.

Att ekvationen |z| = 3 har 1osningarna x = 3 och & = —3 &r 14tt att se—dessa tva tal ar ju
de som ligger pa avstandet 3 fran origo. Nér uttrycket som man ska ta absolutbeloppet av &r
aningens knepigare ar det ddaremot oftast lattast att dela upp problemet i flera fall, i enlighet
med definitionen: ett fall da det man tar absolutbeloppet av dr positivt (eller noll) och ett da det
ar negativt.

Exempel 3.4.6. Los ekvationen |z — 4| = 2z — 1.
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Lésningsforslag. Vi delar upp problemet i tva fall.
Fall 1: Om z —4 > 0, alltsd {or x > 4, 4r |z — 4] = 2 — 4. Ekvationen blir d&

r—4=2x—-1,

vilken har 16sningen z = —3. Detta &r dock inte en l6sning som uppfyller villkeret i fallet: —3 &r
ju mindre dn 4 sa forutsdttningen att x > 4 &r inte uppfylld.

Fall 2: Om z —4 <0, alltsa {6r z < 4, &r |z — 4] = — (2 — 4). Ekvationen blir da

5
—(x—4)=22—-1 <<= 5=3r <<= it

Detta dr en 16sning eftersom forutsiattningen (for Fall 2) att o < 4 &r uppfylld.

Ekvationen har en 16sning, = 5/3. Kontrollera att lésningen stimmer genom insdttning i
ekvationen. O

Vi ska inte ga vidare och se vad som hdnder om man till exempel har ett andragradsuttryck
som man ska ta absolutbeloppet av, men det ar pa sin plats med en kommentar: De ekvationer
som fas i de olika fallen kan ha losningar som inte stimmer 6verens med forutsittningen for det
aktuella fallet. Det ar alltsa i allmdnhet nédvandigt att kontrollera att forutsdttningen ar uppfylld
eller alternativt att man kontrollerar l6sningarna man fatt fram i den ursprungliga ekvationen.

Vi avslutar med ett exempel dar vi anvédnder det vi ldrde oss om linjéra olikheter i kombination
med absolutbelopp.

Exempel 3.4.7. Los olikheten |2 — 5| > 3.

Lésningsforslag. Vi delar upp problemet i tva fall.
Fall 1: Da x — 5 > 0, alltsa for > 5, dr det inom absolutbeloppet positivt och vi kan ta bort
absolutbeloppstecknen. Vi far olikheten

r—52>3,

vilket ger oss x > 8. Alla dessa x uppfyller d&ven z > 5, vilket var forutsédttningen fér det har
fallet. Alltsa ar = > 8 giltiga l6sningar.
Fall 2: Da z — 5 < 0, alltsa for x < 5, ar det inom absolutbeloppet negativt och vi far istéllet
olikheten
—(z—5) =3,

vilken efter multiplikation med —1 i bada leden ger x — 5 < —3. Slutligen far vi da att < 2.
Alla dessa x uppfyller dven forutsattningen att < 5, sa de &r giltiga 16sningar.
Losningsméngden ges av x < 2 och = > 8. O

Ovningar 3.4
1. Los foljande olikheter:

(a) 3z +6>x—38
(b) 2% +22 >3
(c) (x —2)(2® + 4z +4) > 0.
2. L&t f och g vara tva reella funktioner definierade av f(z) = 22 + x — 2 och g(z) = 1 — 2x.

Bestam alla skdrningspunkter mellan f:s och g:s grafer. Rita graferna i samma figur. For
vilka z &r f(z) > g(x)?

3. Bestdm alla reella losningar till ekvationen x — /z = 3/4.
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4. Bestam alla reella losningar till ekvationen /z = —2.
5. Bestam alla reella 16sningar till ekvationen v/4x — 8 + 2 = x.

6. Los ekvationerna

(a) [z =1

(b) |z[—1

(c) [z —2| =
() |22 -9/ =7

(h) |2% =5z + 6] = —2z + 2.

3.5. Trigonometri

Trigonometri anviands i geometrin for att berdkna avstand och vinklar, men dven i manga andra
sammanhang. Detta ar ett lite mer omfattande avsnitt. Vi ska bekanta oss med de trigonometriska
funktionerna och 16sa trigonometriska ekvationer. Vi borjar med att studera rétvinkliga trianglar
och enhetscirkeln.

3.5.1. Ritvinkliga trianglar

En réatvinklig triangel ar en triangel med en rét vinkel, alltsa en vinkel pa 90°; ett exempel visas i
Figur De sidor som bildar en rét vinkel mot varandra, sidorna a och b i figuren, kallas katetrar
och den tredje sidan, ¢, kallas for hypotenusan. Vi gor dven skillnad mellan de bada kateterna.
Nér vi betraktar vinkeln v séger vi att a dr den nérliggande kateten och b den motstaende.

a

Figur 23: En ratvinklig triangel. Sidorna a och b dr katetrarna, ¢ &r hypotenusan.

Kateternas lingder a och b i en ritvinklig triangel, som den i Figur 23] dr forstas avgorande
for hur stor vinkeln v dr. Men v dndras inte om man skalar om triangeln, sa att den till exempel
blir dubbelt sa StOI‘mI sjilva verket &r det kvoten b/a som &r relevant for hur stor vinkeln v &r.
Talet b/a kallas for “tangens for vinkeln v”. Motsvarande resonemang géller dven kvoterna a/c
och b/c. Utifrdn denna insikt gor vi féljande tre trigonometriska definitioner.

. b  motstaende katet
Tangens for v: tanv = — = ——
a  néarliggande katet
. . . b  motstaende katet
Sinus for v: sinv = - =
c hypotenusan
. .. a  narliggande katet
Cosinus for v: Cosv = — =
c hypotenusan

TDetta ér ett specialfall for sidlingdernas férhallanden i likformiga trianglar.
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Exempel 3.5.1. Finn ett uttryck f6r z i Figur 24 med hjélp av trigonometri.

Figur 24: En réatvinklig triangel dar det dr mojligt att bestdmma sidan .

Losningsforslag. Enligt definitionen av tangens ser vi att

tan 60° =

wi=| 8

Multiplikation med % pa bada sidorna om likhetstecknet ger

tan 60°
= . D
. 2

For att kunna berdkna r méaste vi veta vardet pa tan 60°, vilket enligt definitionen alltsa ges
av kvoten av kateterna i nagon ratvinklig triangel med en vinkel 60°. Vi kommer strax berdkna
varden for sinus, cosinus och tangens for vissa standardvinklar, bland annat 60°. Men forst ska vi
studera vinklar mer allmént.

3.5.2. Vinkelbegreppet

Vi har just stott pa en nittiogradersvinkel och en sextiogradersvinkel och har alltsa métt vinklarna
i grader. Men hur definieras en vinkel egentligen? Och kan man méta vinklar i andra enheter &n
grader?

For att ge en god definition introducerar vi enhetscirkeln och begreppet radianer. Enhetscirkeln
ar en cirkel med medelpunkt i origo och radie 1, i ndgot koordinatsystem. Vi paminner om att en
cirkel med radie 7 har omkrets 277, sa enhetscirkeln har omkrets 2. Tag nu en godtycklig rét
linje som utgar fran origo. Linjen kommer att skéra cirkeln i en punkt P. Vinkeln mellan den
positiva z-axeln och linjen, métt i radianer, definieras som lingden s lédngs cirkelbagen i moturs
riktning fran punkten (1,0) till P; se Figur Radianer skrivs forkortat som rad, men nir man
anvinder radianer som vinkelmatt utelimnar man ofta helt att skriva enheten [

Exempel 3.5.2. Vinkeln i radianer mellan den positiva z-axeln och den positiva y-axeln, alltsa
motsvarande 90°, ges av lingden av cirkelbdgen mellan punkten (0, 1) och (1,0). Denna &r en
fjardedel av cirkelns omkrets s& vinkeln ar alltsa 27 /4 = /2 radianer.

Vinkeln 45° motsvarar en attondels varv. Métt i radianer &r denna vinkel en attondel av
enhetscirkelns omkrets, det vill sdga 27/8 = /4.

Vinkeln mellan z-axeln och linjen genom punkten (0, —1) &r 27 - 3/4 = 37 /2 radianer eftersom
langden pa enhetscirkelns cirkelbage fran (1,0) till (0, —1) utgor tre fjardedelar av cirkelns omkrets.
Vinklarna illustreras i Figur [26]

Mer allmént géller férstas att 2 rad = 360°, vilket vid division med 360 respektive med 27

ger foljande samband:
1°=-" rad och 1rad= 180 .
180 ™

tDet logiska i detta foljer av att radien &r 1 lingdenhet och definitionen av vinkelns storlek kan lika gérna ges
som kvoten av cirkelbagens lingd med radiens langd, vilket ger ett tal utan enhet.
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P:(xvy) S

y/=sinv

Figur 25: Vinkeln v ar s radianer, dar s ar lingden pa enhetscirkelns cirkelbédge fran
z-axeln till P.

SE|
k]

Figur 26: Enhetscirkeln och vinklarna 7/2, w/4 och 37 /2.

Exempel 3.5.3. Vi omvandlar 330° till radianer och 2 radianer till grader:

T 117

30 = 7 rad = 5776 rad

2rad =2- <180> = (360> ~ 115°.
™ T

Forhoppningsvis framgar fran definitionen av vinklar med hjélp av enhetscirkeln att radianer
ar en mer naturlig enhet &n den godtyckliga indelningen av en cirkel i 360 delar. Nar vi sa
smaningom kommer till derivata ar det viktigt att anvdnda radianer. Bilden vi far av vinklar i
enhetscirkeln ger mycket mer dn sa och i nésta avsnitt ska vi se hur enkelt sinus och cosinus kan
tolkas i enhetscirkeln.

330° =330 -

3.5.3. Trigonometri i enhetscirkeln

Varje punkt P = (x,y) pa enhetscirkeln i férsta kvadranten (dér bade x och y &r positiva) formar
en ritvinklig triangel s som visas i Figur 27 Hypotenusan har lingd ett och kateternas lingder
ges av koordinaterna z och y. Vinkeln v ligger mellan 0 och 7/2 (mellan 0° och 90°). Enligt
tidigare definitioner av tangens, cosinus och sinus géller

Yy . Yy . r
tanv ==, sinv=2=y och cosv=—-==x.
x 1 1

Vi noterar hér att )
y  sinv
tanv = = = .
T COSV
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Figur 27: En punkt P = (z,y) och motsvarande triangel i forsta kvadranten av en-
hetscirkeln.

Vi kan alltsa tolka cosinus av vinkeln v som z-koordinaten fér punkten, och sinus av vinkeln
som y-koordinaten fér punkten. Denna tolkning anvinds som definition av cosinus och sinus dven
for vinklar som inte ligger mellan 0 och 7/2.

Definition 10. Lat v vara en vinkel och 1at [ vara den linje som vridits vinkeln v fran z-axeln.
Vridningar moturs motsvarar positiva vinklar och medurs motsvarar negativa vinklar. Da &r cosv
lika med z-koordinaten for den punkt dér [ skér enhetscirkeln, sin v ar lika med y-koordinaten for
samma punkt och tanv = sinv/ cosv for de vinklar med cosv # 0.

P =(z,y)

y/=sinv

Figur 28: Hllustration av definitionen av sinus och cosinus for en vinkel v. Punkten P
har koordinaterna (z,y) = (coswv,sinv).

En vridning av linjen [ moturs eller medurs t.ex 25° ger forstas en lika stor cirkelsektor
("tartbit”). I manga sammanhang ndr man talar om vinklar &r man bara intresserad av storleken,
men ofta ar det &ven meningsfullt att "rdkna vinklar med tecken”. Notera att nér vi nu talar om
vinklar som motsvarande en vridning finns det inte heller lingre ndgon anledning att begréansas
sig till vinklar som &r mindre &n ett helt varv, alltsé 27 radianer. Detta aterkommer vi till i
Avsnitt

Eftersom P ligger pa enhetscirkeln sa &r z- och y-koordinaterna, alltsa cosinus- och sinusvérden,
alltid i intervallet [—1, 1]. Men tangens da? Notera att tangensvirdet y/x helt enkelt dr detsamma
som riktningskoeflicienten for linjen /. Linjen kan luta &t alla hall sa tangens kan anta alla varden
(men nér [ ar vertikal, det vill séga for vinklarna +7 /2, dr tangens inte definierat.)
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3.5.4. Standardvinklar

Lat oss nu bestdmma sinus- och cosinusvérdena for nagra speciella vinklar. Vi véljer att arbeta i
radianer, men kommer att presentera sinus- och cosinusvirdena for standardvinklarna i en tabell
dér vi dven ger vinklarna métta i grader.

Vi borjar med ett par vinklar som inte krédver nagon rakning alls. Vinkeln 0 motsvaras av
att linjen | sammanfaller med z-axeln sa att skdrningspunkten med enhetscirkeln helt enkelt
har z-koordinat 1 och y-koordinat 0. Alltsa &r cosO = 1 och sin0 = 0. Det foljer sedan att
tan0 = 0/1 = 0. For vinkeln 7, alltsa ett kvarts varv, géller "det omvénda”: Punkten &r (0, 1) sa
cos 5 = 0 och sin § = 1. Tangens &r dock inte definierat for denna vinkel eftersom vi omojligt kan
dividera med cosinusvardet 0.

Lat oss nu undersoka vinkeln 7. Vi ritar in vinkeln och en hjélptriangel i enhetscirkeln; se
Figur 29(a). Eftersom vinkelsumman i en triangel dr 7 radianer och vi har en vinkel pa § och en
pad 5 maste dven den sista vinkeln vara 7. Det foljer pa grund av symmetri att de bdda kateterna
ar lika langa.

Enligt Pythagoras sats &r 22 + 2% = 1 s& vi har att 22 = 1. Lésningarna till denna ekvation
ar x = +1/4/2, men eftersom z ir en striicka kan vi bortse fran det negativa svaret. Kateterna
i Figur a) har alltsa lingden 1/1/2. Det innebér att skirningspunkten P har koordinaterna
(1/4/2,1/+/2) och vi har visat att

T 1 T 1 T
sin—=-—, cos— =— och tan— =1.

12 T4\ 4

Vi gdr nu vidare till vinklarna & och 7. Vi utgér fran en liksidig triangel, vilken didrmed har

alla vinklar lika stora, nimligen 7. Med en linje som delar en vinkel mitt itu far vi en réitvinklig

triangel med vinklarna 7, ¥ och %, se Figur (b) Om den liksida triangeln har sidlangd 1 &r

den korta katetens langd %

—

us
1 1
£4l’ ﬂ_T(l
T 3 |2
4 63
s
1 z 1 § 3L
2
1

Figur 29: (a) En likbent triangel dir tva av vinklarna ér 7. (b) En liksidig triangel som
delats ger en triangel med vinklarna /3 och 7 /6.

Vi kan med hjilp av Pythagoras sats stédlla upp en ekvation fér den obekanta sidan. Det géller
att
22 +(1/2)* =12,
vilket ger losningarna
V3
r=+—.
2
Aterigen kan vi bortse fran det negativa virdet eftersom vi sker en stricka. Genom att anvéinda
att sinus definieras som forhallandet mellan motstaende katet och hypotenusan far vi att
T /3 V3
sin — = — / 1=—.
3 2 2
Pa motsvarande sétt kan vi genom att anvinda att cosinus definieras som forhallandet mellan
néarliggande katet och hypotenusan fa att

7r_1/1_1
0053—2 =3
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Slutligen kan vi bestdmma tangensvirdet som kvoten mellan sinus- och cosinusvérdet, det vill
saga
™ V3 /1
tan - = — / - =
3 2/ 2

Figur 29|(b) kan dven anvéndas for att bestdma de trigonometriska funktionernas virden fér
vinkeln 7/6. Vi far
1
, 1= =
bln / 5 y

s

0s — =
6 2
E

Vi sammanfattar vara resultat i en tabell:

v (grader) v (rad) sin v COS v tan v
0° 0 0 1 0
30° /6 i 3 2
o 1 1
60° /3 3 L V3
90° /2 1 0 odefinierad.

Dessa trigonometriska viarden behéver du kunna utan att anvinda tabell. Daremot &r det inte
att rekommendera att ldgga tabellen pa minnet. Det som haller battre i lingden &r att kunna rita
upp en enhetscirkel och paminna dig om vilka vinklar som &r standardvinklar. Sedan kan en del
véirden enkelt ldsas av och de andra finner man med hjélptrianglar eller s& kommer man ihéag
vilka olika tal som kan komma i fraga—det ar ju inte sa manga.

Det finns knep for att bestdmma exakta trigonometriska virden for fler vinklar &n dessa, men
de kréver mer arbete. For de flesta vinklar tar man alltsa oftast till en rdknare for att bestdmma
ndrmevirden for sinus, cosinus och tangens.

Exempel 3.5.4. I en likbent triangel bildar de tva lika langa sidorna vinkeln 30° med den tredje
sidan som ar 5 cm lang. Vilken &r lingden pa de tva lika langa sidorna?

Lésningsforslag. Om vi delar den likbenta triangeln mitt itu med en “h6jd” mot sidan med lingd
5 cm, som i Figur [30| far vi tva rita trianglar med ena kateten g cm lang. Vi séker hypotenusan s
och anvinder att

5/2
cos 30° = L
s

Med cos 30° = v/3/2 far vi

v3i_s . .5
2 2s V3
De tva lika langa sidorna har lingden 5/+/3 cm. O
s l
30° |
5 cm

Figur 30: Den likbenta triangeln delad till tva ratvinkliga.
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3.5.5. Samband mellan cosinus och sinus for olika vinklar

Vi har i det foregdende avsnittet utnyttjat Pythagoras sats for ett par ratvinkliga trianglar i
enhetscirkeln. Mer allmént ger Pythagoras sats ett mycket anvindbart trigonometriskt samband.
Lat P = (z,y) ligga pa enhetscirkeln. Till punkten P = (x,y) kan vi associera en riatvinklig
triangel si som i Figur Kateternas langder ér |x| och |y|, dir vi med absolutbeloppet forsikrat
oss om att det blir rdtt d4ven om P inte ligger i forsta kvadranten. Pythagoras sats ger

|2f* + [y* = 1.

Men hér behovs inte absolutbeloppen langre eftersom kvadraterna &ndé ar positiva. Eftersom
x = cosv och y = sinv far vi sambandet

cos® v +sin?v = 1.

Detta ir en viktig identitet kallad trigonometriska ettan. Observera konventionen att skriva cos? v

och sin? v istéllet for (cosv)? och (sinwv)?2.

Vi ritar nu in vinklarna v och (—v) i enhetscirkeln for att soka samband mellan deras sinus- och
cosinusvéiirden i Figur [31f(a). Eftersom cosinus for en vinkel ges av a-koordinaten f6r motsvarande
punkt pa enhetscirkeln ser vi genast att

cos(—v) = cos(v).

Om vi jAmfor y-koordinaterna ser vi att de— pa grund av symmetrin—endast skiljer med ett
tecken, alltsa ar
sin(—v) = —sin(v).
Annu ett anvandbart samband mellan sinus- och cosinusvérden ér litt att reda ut med hjalp
av symmetri i enehtscirkeln. Det &r f6r vinklarna v och @ — v. Vi ritar in en godtycklig vinkel v i
enhetscirkeln, samt vinkeln © — v, som i Figur b). De motsvarande punkterna pa enhetscirkeln

(a) (b) A
1 T+
v V
1 —v 1
Figur 31: (a) Illustration av sambanden cosv = cos(—v) och sinv = —sin(—wv). (b)
Nlustration av sambanden sinv = sin(w — v) och cosv = — cos(m — v).

har uppenbarligen samma y-koordinat, vilket innebér att de har samma sinusvérde:
sin(m — v) = sin(v).

Med hénvisning till symmetrin ser vi att dessa punkters z-koordinater endast skiljer med ett
tecken, sa att
cos(m —v) = — cos(v).

Sammanfattningsvis har vi f6ljande likheter:

cosv = cos(—v)
sinv = — sin(—wv)
cosv = —cos(m —v) (eller cosv = —cos(180° —v))

sinv =sin(mr —v)  (eller sinv = sin(180° — v)).
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Dessa likheter tillsammans med cos? v + sin?v = 1 behéver du bli vél bekant med. Men att
komma ihdg dem som formler beh&vs inte, eftersom man snabbt kan se sambanden med hjilp av
en figur, s som vi just gjort.
Genom att kombinera dessa samband och det vi vet om standardvinklarna kan vi bestamma,
nim

exakta virden for sinus, cosinus och tangens for 16 olika vinklar, vilka alla &r pa formen =7 eller
& for heltal n.

Exempel 3.5.5. Bestdm sin(—n/4) och cos(—m/4).

Lésningsforslag. Med hjilp av Figur[32fa) ser vi att de trigonometriska virdena for vinkeln — /4
dr desamma som vérdena for vinkeln 7/4 forutom att sinusvérdet ska vara negativt. Vi har alltsa
att

. ( 7'(') LT 1 I ( 77) ™ 1 .
sin{——)=—-sin—=——— oc cos|——) =cos— = —.
4 4 V2 4 4 V2

(a) (b)

s\ 5T
1 sin\7 .5 5 o
1 cos T sin 5= 5 S sing
6 6
s us
1 | coS—7 1 cos %’r Ccos 5
sin/— 7

Figur 32: Skisser som hjéilper oss att relatera vinklarna (a) —7 och (b) 3 till standard-
vinklar i forsta kvadranten.

Exempel 3.5.6. Bestdm sin(57/6) och cos(57/6).

Lésningsforslag. Med hjalp av Figur b) ser vi att de trigonometriska vérdena for vinkeln
57/6 dr desamma som vérdena for vinkeln /6 férutom att cosinusvérdet ska vara negativt. Mer
formellt kan vi forst notera att 57/6 = 7 — 7/6 och far da

5 1 5 3
sin(g>:sin(ﬂ—g>:sing:2 och COS((;T):cos(w—g):—cosg:—\g. O

3.5.6. Trigonometriska funktioner

Hittills har vi dgnat oss at vinklar i intervallet [0,2n], eller [0°,360°], samt deras negativa
motsvarigheter. Vi har definierat cosinus och sinus for dessa vinklar och berédknat deras vérden
for ett antal olika vinklar. Med tolkningen av en vinkel som resultatet av en vridning, sa som det
beskrivs i Avsnitt ar det dock naturligt att lata vinklar kunna bli bade stérre &n 27 och
mindre &n —27, eftersom en vridning kan vara mer &n ett varv.

Definition [10] for de trigonometriska virdena géller for alla vinklar: oavsett hur stor vinkeln v
ar géller att for punkten P = (z,y) pa enhetscirkeln sa dr sinv = y och cosv = z. Vrider vi ett
varv till, det vill sdga adderar vinkeln 27, s& &r vi ater i samma punkt. Darfor &r vardena for
sinus respektive cosinus lika med y respektive x dven for vinkeln v + 2.

Detta illustreras i Figur [33]
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v+ 2T

Figur 33: I bilden ser vi en vinkel v samt vinkeln v + 27. Dessa vinklar har samma sinus-
och cosinus-vérden.

Téank dig exempelvis att du springer pa en 16parbana med formen av en cirkel. Nar du sprungit
ett varv ar du alltid tillbaka pa samma stélle som du boérjade. P4 samma sdtt kommer du tillbaka
till samma stélle om du springer 10 varv, oavsett om du springer motsols eller medsols. Vi far
foljande trigonometriska samband:

sinv = sin(v + n - 27)

cosv = cos(v + n - 27),

dir n dr ett heltal (som alltsa bade kan vara negativt och positivt) som anger antalet varv.

Vi ska nu betrakta sinus och cosinus som funktioner. Definitionsméngderna &r alla reella
tal, R, och deras vardeméngder ar intervallet [—1,1]. Sinus och cosinus ar periodiska funktioner
med perioden 27 (eller 360°), eftersom de alltid aterkommer till samma vérde om vinkeln 6kar
med 27. Graferna for funktionerna sin v och cosv visas i Figur 34 och i Figur 35 P& grund av
periodiciteten upprepas kurvornas utseende om och om igen.

1,,

0.5+

6 —4\ -2 2 \4

1+

Figur 34: Grafen till funktionen f(v) = sinv pa intervallet [—2, 27].

Nér sinus och cosinus betraktas som funktioner ar det vanligt att variabeln bendmns = och
véardet y, precis som man brukar sétta y = f(x). Var uppmérksam pa att dessa z och y i sa fall
inte motsvarar koordinaterna foér en punkt pa enhetscirkeln, utan att = i det sammanhanget star
for det som tidigare var vinkeln.

Med hjalp av Figur [36] far vi féljande samband:

sin(v + m) = —sinv

cos(v+ ) = —cosw

Frén dessa likheter kan vi bestimma perioden for tangens-funktionen. Vi far att

sin(lv+m) —sinv sinwv
tan(v + ) = = = = tanv.
cos(v+m) —cosv  cosv
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Figur 35: Grafen till funktionen f(v) = cosv pa intervallet [—2m, 27].

(z,y)
v + 180° v
1
(—z,—y) -
Figur 36: Illustration av sambanden sin(v + 7) = —sin(v) och cos(v + 7) = — cos(v).

Detta innebér att tangens éar periodisk med perioden 7 och alltsa géller
tan(v+n - 7) = tanwv,

for heltal n (n motsvarar hér antal halva varv som laggs till). Detta stdmmer med tolkningen av
tangensvérdet som lutningen av den linje som vridits vinkeln v: vrider man en linje ett halvt varv
till har den ater samma lutning.

Tangens definitionsméngd &r hela R utom punkterna 7 + knr, for alla heltal k. (Tank efter
varfor det blir sd.) Grafen till tangensfunktionen visas i Figur

61(

Figur 37: Grafen till funktionen f(v) = tanv pa intervallet [—27, 27] minus punkterna
—37/2,—m/2,7/2,37/2 och 57 /2 dir tanv &r odefinierad.

Vi ger exempel pa hur ett par av sambanden i detta avsnitt kan anvéndas for berdkning. Med
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risk for att vara tjatig, till varje exempel rekommenderas att du ritar en figur dér du kan se hur
vinklarna som anvénds, och deras trigonometriska vérden, relaterar till varandra. Har man forst
en figur ar det mycket lattare att skriva ner vilket samband man behtéver anvénda.

Exempel 3.5.7. Berdkna cos(557/3).

Lésningsforslag. Notera forst att 55m/3 = 187 + w/3. Eftersom 187 motsvarar 9 hela varv har vi

55 1
cos%zcos(l&r—i—g):cosg:a O
Exempel 3.5.8. Berikna sin 225°.
Lésningsforslag. Vi har
1
sin 225° = sin(180° 4+ 45°) = —sin45° = ——
( ) 7
eftersom sin(180° + v) = —sinw. O

De trigonometriska funktionerna ar kolossalt anvidndbara. Att de anger lagen vid rotationer
och att vagor kan beskrivas med sinuskurvor borde vara uppenbart fran definitionen och graferna.
Sinuskurvan

f(t) = Asin(wt)

sdgs ha amplitud A och vinkelfrekvens w; ¢ star ofta for tid vinkeln (v = wt och perioden T' = 27 /w).
till exempel ges spanningen fran ett vanligt viigguttag av U(t) = 325sin(50 - 27t) volt. Aven
mer godtyckliga periodiska funktioner kan beskrivas med hjilp av sinus- och cosinusfunktioner.
Inom fourieranalys behandlar man hur kontinuerliga periodiska funktioner kan approximeras
godtyckligt bra om man summerar tillrackligt manga sinus- och cosinusfunktioner, med olika
amplituder och vinkelfrekvenser.

3.5.7. Trigonometriska ekvationer

Néar man loser trigonometriska ekvationer dr det mycket viktigt att komma ihag trigonometriska
samband och de trigonometriska funktionernas periodicitet.

Exempel 3.5.9. Bestdm samtliga losningar till sinv = % Svara bade i grader och i radianer.

Lésningsforslag. Vi utfor rdkningarna i radianer och omvandlar sedan resultatet till grader. For
att bestimma samtliga 16sningar ar det mycket att tinka pa. Figur[38(a) ger ledning. Forst maste
vi bestdmma nagon vinkel v som uppfyller sinv = % En sddan vinkeln &r 7 /6, eftersom vi vet att
sinusvérde 1/2 fas av denna standardvinkel. Vi méste ocksé komma ihag att sin v = sin(m — v)
vilket innebér att dven v = 57 /6 ar en losning till ekvationen. Slutligen far vi inte glomma att

sinv = sin(v +n - 27), dir n ar ett heltal. Alltsa far vi att samtliga 16sningar till ekvationen ges av

5
%+n~27r och g—l—nﬂﬁ, n € 7,

vilket &r
30° +n-360° och 150° +mn-360°, n € Z,

uttryckt i grader. O

Exemplet visar hur trigonometriska ekvationer kan ha oédndligt antal l6sningar pa grund av
deras periodicitet. Har man grafen i Figur [34]i dtanke ir det uppenbart att en horisontell linje pa
hojden 1/2 skir kurvan i odndligt manga punkter.

1

Exempel 3.5.10. Hur manga lésningar har ekvationen cosv = 3 i intervallet [, 37]7
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1 |-

sin(x)

—

Lol

cos(x)

Figur 38: Vigledning for att 16sa ekvationerna (a) sinv = 1/2 och (b) cosv = 1/2.
Lésningsforslag. Standardvinkeln /3 ger cosinusvérdet 1/2. Eftersom cosv = cos(—v) sé ar dven
—m/3 en 16sning. Den allménna l6sningen till ekvationen ar alltsa

:I:% + 2nm,n € Z.

Jamfér girna med Figur B(b). Om n = 1 ger det oss l6sningarna 7/3 + 27 och 27 — 7/3, vilka
ligger i det aktuella intervallet. Om n < 0 eller n > 2 s hamnar 16sningarna utanfor intervallet.
Antalet 16sningar ar darfor 2. O

3 1
Exempel 3.5.11. Bestam samtliga l6sningar till ekvationen cos? v — cgsv + 5= 0.

Lésningsforslag. Vi borjar med att sétta y = cosv. Detta ger oss ekvationen

2 3y

y'——+5=0

1
2 2
som har 16sningarna y = 1/2 och y = 1. Fran den foregdende uppgiften vet vi att cosv = 1/2 har
losningarna +7/3 4 2nmw, for alla heltal n. Ekvationen cosv = 1 har 16sningarna v = 2nm,n € Z.
Losningarna till den ursprungliga ekvationen ges alltsa av

v:j:g+n~27rochv:2mrdéirn€Z. O

3.5.8. Polir framstillning av komplexa tal

Tidigare har vi ldrt oss att ange komplexa tal pa formen a+ bi och representera talet med punkten
(a,b). Vi kommer nu inféra ndgot som kallas poldra koordinater for att ange komplexa tal. De
poldra koordinaterna bygger pa att man anger hur langt fran origo punkten ligger samt i vilken
riktning.

Lét z = a + bi. I det forsta kapitlet inférde vi beteckningen z for det komplexa talet a — bi
och vi sig att z - Z = a® + b? genom att anvinda konjugatregeln. Vi definierar nu absolutbeloppet

av det komplexa talet z som
|zl =Vz-z=+va?+ b2

Observera att om b = 0 sa 6verensstdmmer definitionen med absolutbeloppet for reella tal. I det
komplexa talplanet representerar talet r = |z| avstandet fran origo till punkten (a, b).
Argumentet till z, betecknat arg(z), dr vinkeln mellan den positiva reella axeln och den réta
linje som gar fran origo till punkten (a,b), se Figur
Med den trigonometri vi lart oss ges x-koordinaten for det komplexa talet z = a + bi av
a = rcos(arg z) och y-koordinaten av b = rsin(arg z). Det komplexa talet z = a + bi kan déarfor
skrivas pa sa kallad poldr form som

z =r(cosf + isinf),

dir r = |z] och 6 = arg z. Specialfallet nir r = 1 ger en punkt (a,b) pa enhetscirkeln.
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Im(z)

Figur 39: Ett komplext tal z med |z| och arg(z) utmarkerade.

Exempel 3.5.12. Bestam absolutbelopp och argument fér de komplexa talen z = 1 + ¢ och
w = —3v/3 + 3i. Vi har att

2] = V12412 =2
lw| = 1/(3V/3)2 +32 =27+ 9 = 6.

Vi har att arg(z) = 7§ eftersom vinkeln mellan den positiva reella axeln och den réta linje som
gar fran origo till punkten (1,1) &r w/4.
Punkten w ligger i den andra kvadranten. Om 6 = arg(w) maste det gélla att

_3\/§

sin(f) = % och cos(f) = 6

Detta leder till att 6§ = %’“.

— N W ok Ot
| | | | \
} } } } :

LW ¥

—6-5-4-3-2-1 | 1 2

Figur 40: Punkten z = 1 + ¢ samt w = —3 + 4¢ det komplexa talplanet.

Exempel 3.5.13. Det komplexa talet z = 3 — 3i kan skrivas pd formen r(cos 6 + isin 6). Bestdm
r och 6.

Lésningsforslag. Vi borjar med att berdkna absolutbeloppet av z och far

2] = /324 (—3)2 = V32 -2 = 3V2.

Vinkeln fran origo till punkten (3, —3) ar %’T. Det komplexa talet z kan alltsa skrivas som

3v2 (COS P% + ¢sin T)

pa polir form. Vi ser att » = 3v/2 och att = %". O
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Ovningar 3.5

1. Visa att sin(90° — v) = cos(v) och cos(90° — v) = sin(v). Ledning: Rita en ratvinklig triangel
med en vinkel v och en vinkel 90° — v.

2. Berdkna foljande vérden:
(a): sin(—30°), (b): sin(420°), (c): cos(—720°).
3. Bestdm samtliga losningar till ekvationen cos?(v) = 1. Ange svaret i grader och &ven i
radianer.

4. Berédkna foljande vérden:

231 ) 51w

(a): sin — o

5’ (b): sin

Berédkna sin %.
5. Los ekvationen 4sin? = 3. Svara i radianer.
6. Bestdm virdeméngden Vy till funktionen f : R — R som definieras av f(x) = 2+3sin(nz/2).

7. Skriv foljande komplexa tal pa polar form:

1+4, 1—4, 3,  —.

3.6. Gransviarden

Gransvirden sédger nagot om hur funktioner uppfor sig da variabelns virde dr stort och blir storre
och storre, eller hur funktioner beter sig néra punkter dir de inte ar definierade. Vi ska hér
bekanta oss lite grann med gransvardesbegreppet, framforallt for att gransvirden anvénds da
vi strax ska definiera derivata. I hogskolans grundkurser i analys behandlas gransvéarden mer
rigorost.

3.6.1. Grinsvirde da z gar mot odndligheten

I Avsnitt studerade vi polynomet g(z) = #* — 23 — 22 — x — 1, vars graf visas i Figur [18] Vi
konstaterade att om x blir ett tillrickligt stort tal sa blir g(«) hur stort som helst—gransvéardet
for funktionen &r oindligheten[§] Detta skrivs

g(z) = o0 d& = — oo,

och utléases "g(x) gar mot odndligheten d& x gar mot oédndligheten”. Det géller dven att g(z) blir
hur stort som helst om z antar tillrackligt stora negativa virden, alltsa

g(x) 500 d& = — —o0.
En annan beteckning (dér vi nu valt att inkludera bada gransvardena med hjalp av ett +) ar

Detta ldses "limes av g(z) d& = gir mot plus minus oéndligheten &r lika med odndligheten”.
Limes betyder grians. Notera att odndligheten inte ar ett tal, sa lika-med-tecknet hir betyder inte
detsamma som det brukar gora; skrivsiattet ar smidigt sa vi tillater oss att anvéinda det &nda.

SEftersom oéndligheten inte &r ett tal kallas sidana grinsvirden ibland fér oegentliga.
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Betrakta nu den rationella funktionen

222 —1
T =5t

Forst och framst kan vi dra slutsatsen att funktionen ar definierad 6ver hela R eftersom namnaren
x? + 1 aldrig kan vara lika med noll. Hur uppfor sig da funktionen? Vi kan notera att

2(-a)? -1  2a*-1
ol - @r1 @

f(=a) =

for alla reella tal a. Det innebér att grafen till f 4r symmetrisk kring = 0.
Lat oss studera f(z) for nagra virden pa x. Av symmetriskél ricker det att titta pa positiva

varden. Vi har:

¢« |0 1 2 3 4 5 6 7
IR

Vi noterar att f(z) okar d& = dkar men att alla virden 4r mindre &n tva. I Figur 41| 4r grafen
samt linjen y = 2 utritade. Det verkar som att f(z) nidrmar sig virdet 2 dd © — oo eller z — —o0.

~10 5 5 10

Figur 41: Grafen till f(z) = 2;”22_;11 i intervallet [—10, 10].

Lat oss ge ett bevis for detta med hjilp av en omskrivning. Vi borjar med att forkorta med
22, vilket &r tilldtet nér vi inte &r intresserade av funktionens virde i z = 0. Vi far

222 1 2221 9 _ 1

flz) = £«

Gréansvérdet av % ar noll, ty delar man 1 med ett mycket stort tal far man nagot mycket litet.
Det géller alltsa att

. 2—-% 20 . 2—-% 2.0
lim = =
IHOO1+P 1+0 z——o00 1 + = 1+0
Att funktionens gransvérde ar 2 innebér att funktionsvérdet f(x) kan bli hur néra 2 som helst
om bara x ar tillrdckligt stort, men funktionen antar aldrig vardet 2.
Inte alla funktioner har gransvarden da x — oo. Till exempel sa saknar de trigonometriska
funktionerna gransvirde da x — oo. Varken sinus eller cosinus har grinsvérde eftersom de
fortsétter att variera mellan —1 och 1 da variabeln x 6kar obegrénsat.
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3.6.2. Grinsvirde da x gar mot en konstant

Lat f(z) vara en funktion som inte &r definierad i punkten x = a. Vi &r intresserade av vad som
hénder nér x ligger allt ndrmare a. Vi sdger att funktionen har gransviardet A om funktionsvardet
f(z) kan komma hur néra talet A som helst, om man tar viarden pa x som ligger tillrackligt néra
a. Nar detta géller skriver vi

fl@) = A da z—a eller lim f(z) = A.

r—a

Funktionen

1
g(x) = (z—42

ar inte definierad ndr x = 4. Vad géller da x ndrmar sig 47 Till exempel &r f(4.01) = 0'0% = 10000

och vi ser att om z ar &nnu narmre 4 sd kommer g(z) bli &nnu storre. Detsamma géller om vi
tar varden pd x som &r lite mindre &n 4; f(3.99) ar ocksa lika med 10000. Funktionen véxer
obegriansat da x gar mot 4. Vi konstaterar att

g(z) > 00 dd =z — 4.

Figur [42] visar en del av grafen och dess asymptot i x = 4.

100 |

50 +

2 4 6 8
Figur 42: Grafen till g(z) = ﬁ. Nér x = 4 &r funktionen inte definierad. Da = gar
mot 4 gar funktionen mot odndligheten.

I Avsnitt betraktades den rationella funktionen f(z) = I‘”T:, som inte dr definierad i
x = —1. Den har ett lite liknande beteende som g(z). Figur [19| visar hur grafen har en asymptot i
x = —1. Det saknas gransvarde d& x — —1 eftersom funktionen antar stora negativa virden till
vanster om denna punkt men mycket stora positiva till hoger. (Ibland talar man d& om hoger-
och vénstergransvérden.)

Vi ska understka dnnu en rationell funktionen, ndmligen

3 — 322 + 2z

W) = T —2

Eftersom ndmnaren ar noll ndr = 2 sa &r h odefinierad i den punkten. Vi ska nu beridkna
gransvirdet

lim h(x).

r—2

Vid en forsta anblick skulle man kunna tro att funktionen, pa samma sétt som i de tva fallen
ovan, blir mycket stor positiv eller negativ ndra x = 2. Men hér &r téljaren lite intressantare. Om
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vi faktoriserar den far vi 23 — 322 + 2z = z(22 — 3x + 2) = z(z — 1)(z — 2) och vi ser att fven
tédljaren gar mot noll da = gar mot 2. Genom att forkorta har vi omskrinvingen
2 =304+ 20  x(r—1)(z—2)
Tz —2 B T —2

=z(x—1),

under forutsittning att « # 2. Det betyder inte att h(z) &r lika med funktionen g(x) = z(x — 1),
eftersom g(x) ar definierad for alla z, men nér vi bestdimmer gréansvirdet da « gdr mot 2 ar det
inga problem med att anvinda omskrivningen—den géller for alla x # 2. Gransvérdet dr ddrmed

3 2
— 2
limh(x):hmw:limz(xfl):2~(2—l):2.

r—2 r—2 r—2 r—2

Grafen till h(x) visas i Figur

S F

-1

Figur 43: Grafen till h(z) = “’373#, vilken sammanfaller med grafen for p(z) =
z(x — 1) = 2% — x i alla punkter utom z = 2. Niir # = 2 &r h(z) inte definierad. DA x
gar mot 2 gar funktionen mot véardet 2.

Om resultatet i exemplet ovan, pa grund av omskrivningen, kéndes trivialt sa &r foljande
klassiska exempel kanske mer férvinande. Funktionen y(z) = % ar inte definierad i z = 0. Nér
x gar mot 0 sa gar bade taljaren och ndmnaren mot 0. Det visar sig att funktionens varde da
niarmar sig talet 1, det vill sdga

Grafen y = s‘% visas i Figur

—4f3 21 1 2 3\4
Figur 44: Grafen till y(z) = 322 Grinsvirdet d& = gir mot 0 &r 1.

De sista tva exemplen, dar det finns ett grinsviarde da = gar mot punkten som inte hor till
definitionsméangden, kan tyckas speciella och mycket lyckosamma. Sa &r det, men i sjilva verket
ar det just den typen av gréansviarden som dyker upp nir man berdknar derivator.
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3.6.3. Kontinuerlig funktion

Med hjilp av griansvardesbegreppet kan man definiera vad som menas med en kontinuerlig
funktion. I denna text behoéver vi inte ha koll pa detaljer om kontinuitet men vi ska iallafall
presentera definitionen.

Aven om en funktion f (x) ar definierad i en punkt a kan man dnda undersoka griansvirdet da
x — a. Om detta griansvérde &r precis detsamma som vérdet pa funktionen i punkten a s séger
man att f dr kontinuerlig i a. Det innebéar att funktionens graf hédnger ihop vid a. Nar x narmar
sig a s& kommer funktionen nirma sig virdet f(a). Alltsa:

Definition 11 (Kontinuerlig funktion). Lat f(x) vara en funktion som har ett gransvirde da
& — a och som ar definierad i a. D4 &r funktionen f(z) kontinuerlig i punkten a om

lim f(z) = f(a).

T—ra

Om en funktion &r kontinuerlig i alla punkter i definitionsméngden sédger man kort och gott
att funktionen ar kontinuerlig.

Kanske har du hort att grafen till en kontinuerlig funktion kan ritas utan att lyfta pennan. Men
det behover inte vara si. Till exempel sd ar funktionen g(x), vars graf visas i Figur |42} kontinuerlig.
Funktionen ar inte definierad i = 4, sa vill man rita grafen maste man uppenbarligen lyfta
pennan.

3.7. Derivata

Du kénner sékert till att derivatan av en funktion i en punkt anger lutningen av funktionens graf i
den punkten. Med andra ord berédttar derivatan hur snabbt det férlopp som funktionen beskriver
fordandrar sig, alltsd fordndringshastigheten. Néar vi lart oss berdkna derivatan av funktioner ska
vi se hur vi med hjélp av derivata kan understka funktioners beteenden.

3.7.1. Derivatans definition

Om vi ritar grafen till en funktion f(x) sd kommer derivatan i en viss punkt a, att vara lutningen
pa den réta linje som tangerar kurvan i (a, f(a)). Vi kallar denna linje for tangent till kurvan
y = f(x) i punkten (a, f(a)), vilket illustreras med ett exempel i Figur

Figur 45: Grafen till en funktion samt dess tangent (den réta linjen) i en punkt.

Men hur ska man matematiskt bestdémma tangentens lutning? Vi gor det genom att forst
betrakta en sekant, det vill siga en linje som géar genom tva punkter pa kurvan, och sedan
lata avstandet mellan dessa tva punkter krympa mot noll, s& att sekanten alltmer nédrmar sig
tangenten. Lat den ena punkten vara (x, f(z)) och den andra (x + h, f(z + h)); se Figur

Som vi tidigare anvéint (i Exempel bestdms lutningen for en rét linje genom tva punkter

(z1,91) och (22,y2) av kvoten 2:=21. Sekantens lutning ges alltsi av

flath) — fle) _ flzt+h) - flz)

(x+h)—=x h
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€z r+h

Figur 46: Sekant—den riita linjen genom punkterna (z, f(x)) och (z + h, f(z + h)).

For att fa tangentens lutning later vi parametern h (som kan vara bade positiv och negativ) ga
mot 0.

Definition 12 (Derivata). Funktionen f(x) ar deriverbar (i punkten z) om griansvirdet

i fx+h) — f(z)
h—0 h

existerar dndligt. Detta gransvirde kallas for derivatan av f(z) och betecknas f'(x).
Exempel 3.7.1. Visa med hjilp av derivatans definition att derivatan av f(z) = 22 ir f'(z) = 2a.

Losningsforslag. Enligt derivatans definition ar
oy g J@th) — f(x)
P =i =

Eftersom f(z) = 22 s& ir

flx+h)—flx) a4 2hx+h®—a? :2hx+h2 :%(2m+h)

= =2 h.
h h h [ v
Néar h nirmar sig noll gar 2z + h mot 2z, sa
h) —
f'(x) = lim flath) = flz) lim 2z + h = 2,
h—0 h h—0
vilket &r precis vad vi skulle visa. O

Exempel 3.7.2. Bestdm derivatan av funktionen g(z) = 2* + 322 — 1 med hjilp av derivatans
definition.

Lésningsforslag. Enligt derivatans definition ar
. +h)— f(x)
g'(z) = im ——— ———

Vi far genom insédttning av var funktion och algebraisk omskrivning att

(x* + 423h + 622h? + 4zh3 + h* + 322 + 6xh + 3R% — 1) — (2* + 322 — 1)

oy g

g'x) = lim, h
_ iy d2°h+ 62207 + dxh® + BT 4 6zh + 3R
~ h—0 h

= }lbirrb 42> + 62%h + 4xh?® + h3 + 62 + 3h
—

=423 + 6x,

eftersom termerna 6x2h, 4xh?, h® och 3h alla gir mot noll d& h gar mot noll. O
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Det finns flera sitt att beteckna derivatan for en funktionen y = f(z), vanligast &r

7@, o', % ok DIf)],

I nésta exempel anvinder vi derivata for att bestdmma ekvationen for en tangent.

Exempel 3.7.3. Lat g(z) = 2* + 322 — 1. Bestim ekvationen fér tangenten till kurvan g(z) i
punkten (1, 3).

Lésningsforslag. Tangenten dr en rit linje och kan alltsa skrivas pa formen y = kx + m. k-vardet,
som ju motsvarar lutningen, ges av funktionens derivata i punkten (1,3). I Exempel visade
vi att

g (z) = 423 + 6.

Med z =1 far vi k = ¢’(1) = 44 6 = 10. Vi sétter in detta i linjens ekvation tillsammans med
tangeringspunkten (z,y) = (1,3) for att bestimma m: 3 = 10 -1 + m ger m = —7. Den sokta
tangentens ekvation &r

y=10x — 7. O

Inte alla funktioner ar deriverbara, det kan ju hénda att griansvérdet som definierar derivatan
inte kan berdknas. Ett klassiskt exempel ar funktionen f(x) = |z|; se Figur

Figur 47: Grafen till funktionen f(z) = |z|. Denna funktion &r inte deriverbar i « = 0.

Funktionen kan skrivas som

_Je(x)=2 dix>0
fla) = {h(x):—x da z < 0.

Derivatan av funktionen g(x) dr 1 medan derivatan av funktionen h(z) dr —1. Detta innebar
faktiskt att derivatan inte ar definierad i punkten 0. Lat oss se varfor. utifran derivatans definition.
Antag forst att o > 0, vi far da

fO+n)—fO) _ . f(h)

h—0+ h h—0t+ h h—0h  h—o0t

Om vi istallet antar att A < 0 far vi

i L0+ = F(0) _

h—0- h h—0- h—0—- h h—0-

eftersom f(h) = —h d& h ar negativt.

Alltsa saknar funktionen f(x) derivata i punkten 0. Men i alla andra punkter &r funktionen
deriverbar.

Ett annat sétt att intuitivt se att funktionen inte har nagon derivata i 0 4r att det inte finns
en unik tangent. Nar grafen har ett "horn”, eller en ”spets”, kan man rita odndligt manga rata
linjer som snuddar spetsen.
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3.7.2. Derivator av kinda funktioner

Att varje gang man vill derivera en funktion berdkna ett grénsvérde blir omstindigt. Som
tur &r kan man fran derivatans definition hérleda derivatan for de grundliggande elementéra
funktionerna. I tabellen nedan ges formler for dessa derivator (bevis brukar finnas i kurslitteratur
for envariabelanalys).

Funktion Derivata
C' (konstant) 0
z? az®1
er e*
1
Inx —
T
sinx cosT
cosT —sinx

Som ndmndes i Avsnitt ar talet e definierat sa att exponentialfunktionen e® blir sin egen
derivata.

For att bevisa att derivatan av z™ ar na" ™! for ett godtyckligt heltal n kan man anvinda
binomialsatsen; i féregdende avsnitt visades specialfall av detta. Kom ihdg att 1/2™ kan skrivas
som x~ ™, och formeln ovan gar att anvinda dven i detta fall.

Exempel 3.7.4. Vi har att

D[2/=0, Dla]=1, D[s"] =10:°, D|[a

[S][)
[E—
Il
N W
8
Nl=
>
—
[ =

—
Il
&\
—
I
—_
&\
[\v]
|
|

3.7.3. Deriveringsregler

Utifran derivatorna for de grundldggande funktionerna givna ovan tillsammans med regler fér hur
man deriverar summor, produkter, sammanséattningar och kvoter kommer vi kunna derivera en
massa olika funktioner utan att behova ga tillbaka till derivatans definition.

Derivatan av en summa av funktioner &r densamma som summan av funktionernas derivator,
och om en funktion multipliceras med en konstant a s& kommer motsvarande derivata ocksa
multipliceras med a, alltsa:

D[f(z) + g(x)] = D[f ()] + Dlg()],
DIf(x)] for a€eR.

S
S
~
—
8
—
|
S

Exempel 3.7.5. Vi har att
D [sinz + 2 + 42*] = D [sinz] + D [2°] + 4D [2"] = cosz + 2z + 162°.

Produktregeln beskriver hur man deriverar produkten av tva funktioner. Det &r lite mer
komplicerat d4n for summor, man kan inte bara multiplicera de tva funktionernas derivator:

D[f(x) g(x)] = f'(x) g(x) + f(z) - ¢ (2).
Exempel 3.7.6. Vad ér derivatan av funktionen f(z) = 22 -sinz i punkten x = 7?
Losningsforslag. Lat g(x) = x? och 1at h(x) = sinz. DA far vi, enligt produktregeln, att
D[f(x)] = D[g(x)h(z)] = ¢'(x)h(z) + g(z)h (z) = 2xsinx + 2% cos x.
Alltsd ér f/(m) =27 -0+ 72 (—1) = —7%. O
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Exempel 3.7.7. Vad &r derivatan av funktionen f(z) =e”* - Inz?

Lésningsforslag. Lat g(x) = e® och 1t h(z) = lnx. DA far vi

x

DIf(@)] = Dlg(@)h(a)] = g'(@)h() + g(@)}'(2) = ¢ -nz + =
enligt produktregeln. O

Kedjeregeln beskriver hur man deriverar en sammansatt funktion:

Funktionen f(z) kallas fér den yttre funktionen och g(x) fér den inre funktionen. Regeln minns
man da ldttast genom att tdnka "yttre derivatan ganger inre derivatan”.

Exempel 3.7.8. Bestim derivatan av funktionen f(z) = sin z?.

2

Lésningsforslag. Lat g(x) = sinx vara den yttre funktionen och lat h(z) = z# vara den inre. Da

ar f(z) = g(h(x)) Enligt kedjeregeln ges derivatan av

D[f(z)] =D [g(h(z))] = ¢ (h(z)) - ' (z) = cosz® - 2x.

Notera att man i uttrycket for derivatan ¢’ av den yttre funktionen g ska sitta in hela den inre
funktionen h(x). O

Exempel 3.7.9. Bestim derivatan av funktionen f(z) = (22 + 5)!° i punkten x = 0.

Lésningsforslag. Lt g(z) = x'° och 18t h(z) = z? + 5. D4 dr f(x) = g(h(x)). Enligt kedjeregeln
blir derivatan

D[f(z)] = D [g(h(z))] = ¢ (M(=)) - b (z) = 10 - (z* + 5)7 - 22
och vi far f/(0) = 10(02 +5)?-2-0 = 0. O

En annan mojlig 16sning &r att utveckla (22 + 5)'° med binomialsatsen och sedan derivera
polynomet termvis, men detta ar en klart ldngre utrdkning.

Slutligen har vi en deriveringsregel till, namligen kvotregeln:

D {f(l“)] _ ['(2) - g(2) — f(z)g'(x)
g() (g(:c))2

Genom att skriva om f(z)/g(z) = f(z) - (9(x))~! kan man kan hérleda kvotregeln fran produkt-
regeln och kedjeregeln. Vi uppmanar ldsaren att sjilv bevisa kvotregeln ovan genom att berdkna
derivatan av f(x) - (g(x))~! genom produkt- och kedjeregeln.

1‘2

Exempel 3.7.10. Beriakna derivatan av f(z) = —.
sinz

Losningsforslag. Lat g(x) = o2 och sétt h(z) = sin(z). D4 ér

g (x) - h(z) —g(x)h'(x) 2x-sinz —az?cosx 0
= 5 .

f(x) = 5 .
() (h(m)) Sin“ x
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Figur 48: Grafen till funktionen f(z) = x3 + 222 4 1. Derivatan f/(z) = 32° + 4x =
(3z + 4)z har nollstdllen i z = 0 och i * = —4/3. I = 0 har funktionen en lokal
minimipunkt och i = —4/3 antar f ett lokalt maxima. Tangenterna i dessa punkter
ar horisontella linjer.

3.7.4. Tillimpning av derivata for att bestimma max- och minpunkter

Vi séger att en funktion f(x) har ett lokalt maximum i = a om alla funktionsvérdena precis
intill punkten a &r mindre dn f(a). P4 samma sitt har f(z) ett lokalt minimum i 2 = a om
funktionsvirderna precis intill punkten a &r storre 4n f(a). Punkter som &r lokala maxima eller
minima kallas for (lokala) extrempunkter. Vardet f(a) anger extremuvdrdet.

For en funtkion som &r deriverbar ar derivatan noll i de lokala extrempunkterna. Derivatan
motsvarar ju lutningen pa tangenten till funktionens graf och att lutningen ar noll innebér att
tangenten &r horisontell, vilket den dr vid extempunkterna dér grafen "vinder”; se Figur [A8 Vi
formulerar detta i féljande sats.

Sats 9. Lat f(z) vara en deriverbar funktion definierad pd hela R. Om z = a &r en lokal
extrempunkt sa ar f'(a) = 0.

Exempel 3.7.11. Att funktionen f(z) = 16 — 22 har ett maximum fér x = 0 ir litt att se, ty i
denna punkt &r virdet 16 och for alla andra virden pa z dr 16 — 22 mindre &n 16. Vi kontrollerar
att derivatan i = 0 &r 0: f'(z) = —2z s& mycket riktigt dr f/(0) = 0.

Notera att det kan finnas punkter dar derivatan ar noll, men som &nda inte motsvarar ett
maximum eller ett minimum. Ett exempel pa en sadan sa kallad terasspunkt finns med i grafen
i Figur [52i ett senare exempel. Alla punkter dir f/(z) = 0 kallas gemensamt fér stationdra
punkter.

Man kan alltsd anvédnda derivatan for att bestimma de stationdra punkterna. Om andraderi-
vatan f”(z), vilken definieras som derivatan av f’(x), ar skild fran noll kan den anvindas for
att bestdmma karaktédren pa extrempunkterna, det vill siga om det ar ett maximum eller ett
minimum. En negativ andraderivata innebér att en extrempunkt ar ett lokalt maximum och en
positiv andraderivata innebér ett lokalt minimum. Vi motiverar detta genom ett par exempel och
med hénvisning till tolkningen av derivata som grafens lutning.

L&t oss forst betrakta andragradspolynomet f(x) = 2. Denna funktion har nollstiille i punkten
x = 0. Grafen till f 4r en parabel med minimum i origo. Funktionsgraferna till f(z), f'(z) och
f"(x) ér illustrerade i Figurer Derivatan, vars graf ar en rét linje, antar virden som motsvaras
av lutningen pé kurvan till y = f(z). Derivatan &r negativ fram till # = 0 dar f/'(z) = 0 och
dérefter 4r den positiv. Derivatans graf har alltsa alltid positiv lutning, ndmligen lika med tva,
vilket innebér att andraderivatan dr konstant och positiv, f”(x) = 2.

Att derivatan 6vergar fran att vara negativ till att bli 0 och sedan positiv giller mer allmént i
en omgivning kring varje lokalt minimum. Eftersom derivatan ar vixande sa dr andraderivatan
positiv (i en del specialfall &r den 0, men just nu bortser vi fran den méjligheten). Om det istéllet
ror sig om ett lokalt maximum &r grafens lutning positiv en bit ifran och fram till extrempunkten
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2 21 2
1 1+ 1
1 1 1 1 1 1
1 "1 1
flz) = 22 fl(z) =2z f(z) =2
o (z) o (z) o (z)

Figur 49: Grafen till f(z) = 22, samt f'(x) = 2z och f(z) = 2.

och negativ en bit dérefter. Det innebér att derivatan har negativ lutning i denna omgivning och
avtar fran positiva varden till negativa, vilket darmed medfor att andraderivatan ar negativ i
extrempunkten samt i en omgivning till denna.

Vi gér vidare till ett tredjegradspolynom. Lat oss konstruera ett polynom med nollstéllen i
x =1, 2 =2 och z = 3. Det gor vi genom att sétta

g(z) = (x —1)(x — 2)(z — 3) = 2 — 62% + 112 — 6.

Derivering ger
g () =32 =122 +11 och g¢"(z) =6z —12.

31 3 34
24 24 24
14 /// 14 14

o A i ;
1 14 14
—2 | —2 | —2 |
3 g(z) 3 g'(x) 3 g9"(x)

Figur 50: Graferna till g(x), ¢'(x) samt ¢”(x).

P4 grund av hur vi konstruerade var funktion g(x) s kommer grafen skéra z-axeln i punkterna
x =1,z = 2 och x = 3, vilket vi ser i figuren. Derivatan har tva nollstéllen som svarar mot
funktionens lokala extrempunkter. Som synes ar den férsta av dessa ett maximum och den andra
ett minimum. Detta stimmer med att andraderivatan &r negativ fram till x = 2 och sedan positiv.

I punkten © = 2 dér ¢”(x) = 0 och dédr g” byter tecken har g(x) en sa kallad inflektionspunkt.
En funktion g(x) sdgs vara konkav da ¢”(z) < 0 och konver da ¢”(x) > 0. Grafen "kroker sig” at
olika hall dir den ar konvex och déar den ar konkav. Inflektionspunkten ar en punkt dir en kurva
gar fran att vara konvex till konkav, eller tvartom. Vi har med hjélp av ovanstdende exempel
insett foljande.

Sats 10. Lat a vara en lokal extrempunkt till en funktion f(z) som har bade derivata och
andraderivata. Om f”(a) < 0 s& dr a en lokal maximipunkt och om f”(a) > 0 s &r a en lokal
minipunkt.

Exempel 3.7.12. Bestam alla extrempunkter, deras typ, och funktionsvérdet i dessa for funktio-
nen h(z) = 22 — 322 — 12z + 5.

Lésningsforslag. Eftersom h(z) &r ett polynom sa ar derivatan definierad 6verallt. Vi berdknar
att h'(x) = 622 — 62 — 12. Losningarna till A/(z) = 0 ir z = 2 och x = —1. Detta blir vara
potentiella extrempunkter.
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Vi berdknar sedan h”(x) = 12z — 6 och far att h”’(—1) = —18 < 0, s& * = —1 &r en
lokal maximipunkt. Vidare s &r h"”(2) = 18 > 0 och x = 2 &r alltsa ett lokalt minimum.
Funktionsvérdena i dessa punkter ges av h(—1) = 12 och h(2) = —15. O

3.7.5. Tilldimpning av derivata vid grafritning

Vi ska bygga vidare pa foregaende avsnitt och anvdnda information som vi far fran funktioners
derivator for att skissa deras grafer. Nar vi skissar vill vi ha en illustration som stdmmer i stora
drag, diar det framgar var det finns lokala extrempunkter och var funktionen vixer och var den
avtar. Men mer exakt hur grafen ser ut bryr vi oss inte om i en skiss.

Betrakta funktionen f(x) = 23 —3x+2 och dess derivata som ges av f/(x) = 322 -3 = 3(22—1).

Nollstéllena till derivatan dr som synes « = 1 och # = —1. Andraderivatan ges av f”(x) = 6z och
om vi berdknar dess véirde i punkterna x = 1 och = —1 far vi f”(1) > 0 samt f”(—1) < 0. Alltsd
dr x = 1 ett lokalt minimum med minimivérdet f(1) = 0 och z = —1 &r ett lokalt maximum med

maximivirdet f(—1) = 4.

Ar man ute efter att skissa grafen ar det anvdndbart att stdlla upp en teckentabell dar
derivatans tecken fylls i och funktionens beteende markeras. Forsta raden i tabellen star for
varden pa variabeln. Vi vill ha en kolumn f6r varje stationédr punkt och kolumner fére, mellan och
efter dessa. I andra raden noteras var derivatan &r noll och i de 6vriga kolumnerna anges tecknet
pa derivatan i motsvarande intervall. Till exempel sa anger det férsta plustecknet i tabellen nedan
att derivatan dr positiv for alla £ < —1 och minustecknet anger att derivatan &r negativ da
—1 < x < 1, slutligen &r derivatan aterigen positiv for x > 1. Sista raden i tabellen motsvarar
funktionen, dér indikerar pilar var funktionen &r véxande och var den &ar avtagande, utifran
derivatans tecken. For derivatans nollstallen kan man skriva in funktionsvérden; i exemplet ses
att —1 ar ett lokalt maximum med vérdet 4 och att 0 &r ett lokalt minimum med vérdet 0:

rx: —2 -1 0 1 2
J@)=36*-1: + 0 - 0
0

_|_
/

Om andraderivatan rakar vara noll i en stationdr punkt kan man fran teckentabellen &nda se
om punkten motsvarar en extrempunkt.

I tabellen har vi visentlig information fér att kunna gora en grov skiss. Men vi behver dven
veta nigot om hur f(z) beter sig nér z blir stort. Den dominerande termen i f(x) &r 23 (fér stora
viirden pa 2 kommer de andra termerna, —3z + 2, knappt spela nigon roll). Termen z°
snabbt mot odndligheten d& x gar mot odndligheten: f(z) — oo d& x — oo. Motsvarande géller
for negativa varden pé z, ndmligen att f(z) - —oo d& z — —o0.

vaxer

Det ar dven anviandbart att veta var grafen skir x-axeln, det vill séga funktionens nollstéllen.
Genom att soka efter rationella rotter till tredjegradsekvationen x> — 3x + 2 = 0 finner vi att
x =1 dr en rot. Med hjilp av polynomdivision kan vi fa fram att f(x) = (z — 1) - (2% + 2 — 2).
Genom kvadratkomplettering finner vi dérefter att nollstillena till 22 + 2 —2 = 0 4r « = 1 och
x = —2. Funktionen f(x) har alltsd tva nollstéllen: x = —2 och = 1 (en dubbelrot).

I Figur [51] skissar vi nu grafen genom att anvéinda all information som vi samlat.

Ytterligare egenskaper som vi kan ta reda pa om funktionen &r var den ar konvex och var den
ar konkav. Vi har beriknat att f”(z) = 6x. Alltsd ar andraderivatan negativ da « < 0, vilket
motsvarar att f dr konkav pa detta intervall, och positiv dd z > 0, sa att f &r konvex dér. Vid
2 = 0 finns en inflektionspunkt. I figuren kan man se att grafens krokning vénder i (0, 2).

Exempel 3.7.13. Undersok funktionen h(z) = 23(4 + z) och skissa funktionens graf.

Lésningsforslag. Funktionen h(x) = x3(4 + x) har nollstéllen z = —4 och x = 0 (trippelrot). Vi
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Figur 51: Skiss av grafen y = 2> — 3z + 2.

multiplicerar in 2% i parentesen innan vi deriverar och faktoriserar sedan derivatan. Vi far d&

h(z) = 23(4 4 z) = 423 + 2%,
B (x) = 1202 + 42% = 42%(3 + x).

De stationdra punkterna ges av att h'(z) = 0, vilket ger = 0 och x = —3. Om dessa ar
lokala extrempunkter samt var funktionen véxer resp. avtar ar lidttast att se med hjilp av en
teckentabell. Fran det faktoriserade uttryck for A'(z) ar det litt att inse att derivatan ar negativ
for alla < —3 och positiv for alla z > —3 utom for x = 0 (22 4r ju alltid positiv sa det dr z + 3
som avgor tecknet).

T -3 0
B (x) = 422(3 + z):  — 0 + 0 +
h(z)=234+x): N\ -27 2 0

I tabellen anges &ven funktionsvirdena h(—3) = —27 och h(0) = 0.

Hittils har vi da foljande: h(z) ar avtagande da = < —3 och vixande da = > —3; h(z) har
lokalt minimum i £ = —3 med minimivirdet —27 men saknar lokalt maximum. Punkten z = 0 &r
en terasspunkt.

For att hitta eventuella inflektionspunkter behover vi andraderivatan

B (x) = 24x + 122 = 122(2 + x).
Inflektionspunkter uppfyller ekvationen h”(z) = 0; 16sningarnan dr x = 0 och z = —2. Aven for

andraderivatan kan en teckentabell vara till hjilp, eftersom dess tecken avgor pa vilka intervall
funktionen &r konvex respektive konkav.

xT: -2 0

h'(x) =122(2 + x): + 0 — 0 +
h(z) =23(4+z): konvex —16 konkav 0 konvex

Funktionen ar konvex dé x < —2 och da = > 0, och konkav da —2 < z < 0. Inflektionspunkterna
ar x = —2 och = 0. For d4nnu lite béttre skiss berdknar vi dven f(—2) = —16.
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Innan vi skissar grafen ska vi dven bestdimma grinsvirden. Eftersom h(x) = 423 + x* s& #r
det z*-termen som dominerar for stora (positiva och negativa) virden pa x. Denna gir da mot
oandligheten, det vill siga

h(z) = o0 dd z — too.

I Figur [52] visas funktionens graf. Notera hur grafens krokning vander i inflektionspunkterna.

10 1

(—3,-27) _30 |

Figur 52: Grafen fér funktionen h(z) = 23(4 + z).

O

Sammanfattningsvis ar det lampligt att svara pa foljande fragor for att kunna skissa en
funktions graf:

1. Vilka &r funktionens nollstéllen? (Bra att ha men inte nddvéndigt for en skissen.)
2. Vilka ar funktionens extrempunkter? (Fas med hjilp av derivatans nollstéllen.)

3. Vilken karaktér har extrempunkterna—Ilokala maxima eller minima? (Avgors av derivatans
teckenvixling eller andraderivatan.)

4. Hur beter sig funktionen for stora virden pa variabeln? (Bestdm gransvérden.)

For en lite noggrannare skiss kan man &ven ta hjilp av inflektionspunkterna (som fis med
hjélp av andraderivatan) och eventuellt funktionsvérde i nadgon enstaka annan punkt, till exempel
nagon punkt for vilken funktionsvirdet dr mycket l4tt att berdkna eller ndgon punkt som visar
pa ett ungefdr hur snabbt funktionen véxer eller avtar i de fall d& gransvérdet &r odndligheten.

3.7.6. Optimering av en funktion pa ett intervall

Anta nu att vi har en funktion som &r definierad endast pa ett intervall [a,b] och att vi vill
bestdmma funktionens storsta och minsta virden. Detta ar ett optimeringsproblem och nu
efterfragas globala extrempunkter.

Det ar inte sa svart att konstatera att de storsta och minsta vdrdena antingen sammanfaller
med en lokal extrempunkt, och alltsa antas dér derivatan &r noll, eller sa antas de i nagon av
intervallets &ndpunkter—funktionen kan ju vara “pa vag upp eller ner” nir variabeln gar mot
a eller b. Om vi dessutom tillater funktioner som inte ar deriverbara i alla punkter sa kan ett
extremvérde potentiellt antas i en sddan punkt.

Om man vill finna maximum och/eller minimum av en funktion f(x) pa ett intervall [a, b] s&
kan man darfor ga till viga enligt foljande:

1. Derivera f(z) och bestdm alla punkter inom [a, b] dir f/(x) = 0. Berdkna funktionsvéirdet i
dessa.



108 KAPITEL 3: Funktionsldra

2. Berdkna funktionens varde i eventuella punkter dir derivatan inte dr definierad.
3. Berdkna funktionens vérde i &ndpunkterna.

4. Jamfor de funktionsvirden du berdknat! Funktionens maximum resp. minimum &ar det
storsta resp. minsta vérdet.

Exempel 3.7.14. Bestim storsta och minsta virde for funktionen f(z) = 22% — 322 — 122 + 5
pé intervallet [—3,1].

Losningsforslag. Funktionen &r deriverbar pa hela intervallet. Fran Exempel 3.7.12] vet vi att
derivatan till f(x) 4r nolli x = 2 och x = —1 och att f(2) = —15 samt f(—1) = 12. Det {orsta
vardet ingar dock inte i vart intervall. Lat oss ta reda pa funktionsvédrdena i &ndpunkterna. Vi far
f(—=3) = —40 och f(1) = —8. Vi jamfor vardena 12, —40 och —8. Funktionens storsta varde &r
f(=1) = 12 och att dess minsta vérde dr f(—3) = —40. O

Lat oss nu titta pa ett lite svarare exempel.

Exempel 3.7.15. Finn storsta och minsta virde som funktionen f(z) = —z2 + |z| + 2 antar pa
intervallet [—2,1/4].

Lésningsforslag. Eftersom vi har ett absolutbelopp |z| med sd dr derivatan inte definierad i z = 0.
Lat oss dela upp funktionen i tva delar, dir bada delarna &r polynom. Funktionen kan skrivas som

224 2x4+2 omz>0
f(z) = )
—x“—xz+2 omzx<O0.

Det #r praktiskt om vi definierar g(z) = —2? + o + 2 och h(z) = —2? — x + 2. Derivatan for
f(x) d& © > 0 é&r ¢'(z) = —2z + 1, som har nollstélle = . Denna punkt ligger dock inte i det
intervallet x > 0.

Da x < 0 ar derivatan h'(z) = —2z — 1, vilken har nollstélle x = f%. Denna punkt ligger i
intervallet och kan eventuellt ge storsta eller minsta véarde.
Tillsammans med &ndpunkterna x = —2 och z = %7 samt x = 0 dar funktionen inte &r

deriverbar har vi ddrmed fyra punkter som kandidater till min- och maxpunkter. Vi berdknar
funktionsvérdena i dessa punkter och far

FO)=2 f(=3)=% f(=2=0 och [f(})=5

Eftersom % = i’—g sa ar f (f%) > f (%) Alltsé ar funktionens storsta viarde 9/4 och funktionens

minsta virde ér 0. Funktionens graf visas i Figur

25+

2 15 -1 —05 0.5

Figur 53: Grafen till funktionen f(z) = —2? + |z| + 2 pa intervallet [—2,1/4].
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Ovningar 3.7

1. Bestdm gransvérdet av % dd  — 0. Du far anvénda att om lim,_,, f(z) = A och
lim,_,, g(z) = B sa har vi att lim,_,, f(x)g(z) = AB.

2. Bestdm derivatan av 2% + 2% + 322 — 2 + 27!

3. Bestam derivatan av sin 2x + cos 2.

4. Bestdm derivatan av sin? z 4 cos? z. Forklara resultatet.
5. Bestam f/(0) da

(a) f(x) =22+ 2z cosw
(b) f(z)=en®
(¢) f(@)=(2z+ 4"

6. Finn minsta och stérsta virde som foljande funktioner antar i intervallet [—10, 10]:

(a) 10 — 2z — 22
(b) |x — 2|+ 22 — 4z

7. Bestim tangentens ekvation till kurvan f(x) = 223 — 2 + 1 i punkten (2, 15).

8. Bestéim lokala extrempunkter till f(x) = 223 — 1522 + 242 — 1 och avgér vilka som &r lokala
maxima respektive minima.

9. Bestim z-koordinaten till de lokala extrempunkterna hos g(z) = x3 — 622 + 112 — 6.

10. Funktionen f(x) = \f%l ar deriverbar o6verallt forutom i punkten z = 0. Rita grafen till
funktionen och férklara varfor.

3.8. Integraler

Nar vi nu lart oss att derivera ar det dags att ga vidare till ndsta viktiga grundbult inom
matematisk analys, ndmligen integraler. Integraler kan tolkas som en area och det dr den végen
vi ska introducera begreppet. For att berdkna dessa areor visar det sig att man behéver "anvédnda
derivata baklanges”. Arean under en graf y = f(z) kan berdknas med hjilp av en s kallad
primitiv funktion, vilket &r en funktion F'(x) vars derivata ar f(z).

3.8.1. Integralens definition

Betrakta arean i Figur [54] som begrénsas av z-axeln och grafen y = f(z) da x € [a,b]. For att
uppskatta areans storlek kan vi ta hjélp av sa kallade ovre och undre rektanglar. Vi delar upp
intervallet [a,b] i n stycken delintervall. Lat a = xg < 21 < 29 < -+ < x, = b s att intervall
nummer 4 ges av [x;_1,2;]. Dess langd, x; — x;_1 betecknar vi med Awx;.

Lat M; beteckna det storsta funktionsvérdet och m; det minsta, i intervallet [z;_1,z;]. D&
har den 6vre rektangeln i det i:te intervallet arean M; - Az; och den undre rektangeln i samma
intervall har arean m; - Az;. Summerar vi alla 6vre rektanglar respektive alla undre rektanglar
erhéller vi den sé kallade dversumman respektive undersumman:

S, = E”: M;Ax; resp. s, = zn:mleZ
i=1

i=1
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/ a Al’l b

Figur 54: Arean under en kurva kan approximeras med summan av arean for rektanglar.

Exempel 3.8.1. Lit f(r) = 2%. Beriikna undersumman respektive éversumman pa [1,2] da
intervallet delas i tva lika stora delintervall.

Lésningsforslag. Delintervallen &r [1,3/2] och [3/2, 2], bdda med langden Az = 1/2. Eftersom f(z)
ar vixande pa intervallet [1,2] s& kommer det storsta virdet antas i hogra dndpunkterna och det
minsta i vinstra dndpunkterna. Funktionens storsta virden pa delintervallen dr My = f(3/2) = 9/4
och My = f(2) = 4. De minsta virdena &r m; = f(1) = 1 och mg = f(3/2) = 9/4. Det ger
oversumman

9/44+4 25
Sg :Mle—FMgAl‘: /T+ = g
och undersumman A
1+9 13
S9 = M1Ax + moAx = +2 / =3 O

Under foérutséttning att f &r positiv och begrdnsad pa det aktuella intervallet ligger den sokta
arean givetvis mellan dessa tva areor. Areorna s, och S, ndrmar sig varandra da indelningen blir
finare och finare, alltsa da antalet delintervall gar mot oéndligheten samtidigt som deras langd gar
mot noll. Vi séiger att f ar integrerbar om s, och S, gar mot samma tal dd n — oo (samtidigt
som Az; — 0). Gransvirdet kallas for integralen av f.

Integralen av f(x) pa intervallet [a, b] betecknas

/a ' fla)dr,

vilket utléses "integralen av f fran a till b”. Integraltecknet [ dr ett utdraget S, f6r summa. a och b
kallas integrationsgrianser och funktionsuttrycket f(x) som star "under” (innanfor) integraltecknet
kallas integrand. Vad det efterfoljande dx star for behover vi i detta material inte bry oss om,
mer an att x:et anger att det 4r x som &r variabeln man ska integrera med avseende pa.

I resonemanget hittills har vi utgatt fran att grafen till funktionen ligger ovanfér xz-axeln,
men intergraldefinitionen som ett gréansvérde for 6ver- och undersummor fungerar &ven om f &r
negativ. Om f < 0 ar M; och m; i 6ver- och undersummorna negativa vilket gor att integralen ges
av arean mellan z-axeln och grafen men nu med ett minustecken. Sa vid berdkning av integraler
fér en godtycklig integrerbar funktion f ges integralen dérmed av arean ovan z-axeln minus arean
under z-axeln. Ofta sdgs det lite slarvigt att arean under z-axeln ar negativ, men en ytas storlek
kan forstas aldrig vara negativ.

Exempel 3.8.2. Integralen av f(z) = x pa intervallet [—1, 1] &r noll, vi har ndmligen fil rdx =
—A; + As = 0, med beteckningar enligt Figur

De flesta funktioner—kanske alla—som du hittills har stott p& ar integrerbara. I allméanhet
géller att alla kontinuerliga funktioner &r integrerbara pa slutna intervall dar de ar definierade.
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Ay

Ay

—1 +

Figur 55: Integralen av f(z) = x mellan —1 och 1 &r noll eftersom areorna A; och A,y
ar lika stora men pa olika sidor om z-axeln.

Observera logiken i pastaendet ”alla kontinuerliga funktioner ar integrerbara”. Det innebar att
kontinuerlig ar ett tillrackligt villkor for att en funktion f(x) ska vara integrerbar, men inte nigot
nodvandigt sddant. Det finns gott om funktioner som inte &r kontinuerliga men som &dnda é&r
integrerbara. Ett enkelt exempel &r funktionen

5dil1<z<?2
g(x) = .
10da2 <z < 4.

Arean som begrinsas av z-axeln och grafen pa intervallet [1,4] &r uppenbarligen (rita girna en
figur) 5-1+10-2 =25, s [, g(z) da = 25.

3.8.2. Primitiva funktioner och analysens huvudsats

For linjara funktioner ar det forstas latt att berdkna integraler, eftersom areorna i detta fall
blir trianglar. Men hur kan man berikna arean under en kurva? Denna area ges, sa som just
forklarades, av ett gransviarde motsvarande "arean av odndligt manga rektanglar som ar odndligt
smala”, vilket ju verkar vara ett mycket knepigt gransvirde. Det fina ar att man kan visa att
integraler &r nira relaterade till derivata. Innan vi formulerar det sambandet infér vi en definition.

Definition 13. Om f och F' &r tva funktioner sidana att F'(z) = f(x) for alla = (alternativt i
ett intervall I) sd kallas F for en primitiv funktion till f (i intervallet I).

Exempel 3.8.3. Lt f(z) = 22 D& &r F(z) = 23/3 en primitiv funktion till f eftersom
F'(z) =3-2%/3 = a°.

Vid berdkning av integraler anvénds foljande sats, vilken ar sa viktig att den kallas analysens
huvudsats. Vi bevisar inte satsen, beviset gas normalt igenom i inledande analyskurser pa hégskolan.

Sats 11 (Analysens huvudsats). Om f dr en kontinuerlig funktion i intervallet [a, b] och om F &r
en primitiv funktion till f i [a,b] s& géller det att

b
/ f@)dx = F(b) — F(a).

Satsen sédger alltsa att integralen—som vi kan tolka som en area—ges av skillnaden mellan
den primitiva funktionens virden i intervallets &ndpunkter! For att forenkla redovisningen vid
berdkningar av integraler har en mellanstegsnotation inférts, ddr den primtiva funktionen anges
innan man sétter in intervallets &ndpunkter. Man skriver

a

b b
/a f(a)da = [F(z)} — F(b) — F(a).
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Exempel 3.8.4. Vi har att

2 312 3 3
/szx: T :2—71—:3
1 314 3 3 3

Vi gor en kort tillbakablick till Exempel Dér bestamde vi 6versumman S,, = 25/8 och
undersumman s, = 13/8 till f(z) = 22 i intervallet [1,2]. Integralens viirde 7/3 som vi just
berdknade ligger med nédvandighet mellan dessa summor.

Exempel 3.8.5. Lat oss verifera att integralen av f(x) = z pa intervallet [—1, 1] fran Exem-
pel verkligen blir noll. Funktionen F(z) = x2/2 dr en primitiv till f(x) = z och alltsi giller

det att
1 211 2 2
T 1 (-1) 1 1
d = _— = — — :7—720.
/13: . {2}1 2 2 2 2

Uppenbarligen kommer vi ha nytta av att finna primitiva funktioner fér att berdkna integraler,
s& lat oss bekanta oss mer med dem.

Vi har konstaterat att F(z) = x3/3 ér en primitiv funktion till f(z) = 22 eftersom F’(z) =
3-22/3 = 2. Men dven 22/3 + 1 ér en primitiv funktion till £, liksom 2/3 — 173, eftersom 1 och
—173 forsvinner vid derivering. Detta antyder att det finns odndligt manga primitiva funktioner
till f (om den har dtminstone en). Mer precist géller:

Sats 12. Lat F(x) vara en primitiv funktion till f(z). D4 &r dven F(z)+C, dir C ar en godtycklig
konstant, en primitiv funktion till f(z). Vidare &r varje primitiv funktion till f(z) pa formen
F(z) + C for nagot véirde pa C.

Vi kan tolka detta geometriskt. Eftersom f(x) ar en derivata anger den, fér varje virde pa z,
lutningen for en graf. Lutningen bestdmmer kurvans form men sédger ingenting om hur hoégt upp
grafen ska ritas; ritar vi y = F'(x) kan vi alltid vélja att flytta kurvan i hojdled for att fa grafen
y = F(x) + C, utan att dndra derivatan. Om man diremot bestdmmer att grafen ska g genom
en viss punkt (zg,yo) sa kan C viljas pa endast ett sitt. I nista exempel ges ett sant villkor.

Exempel 3.8.6. Bestdm den primitiva funktion till g(z) = 10e3* vars graf gar genom (0, 10).

Lésningsforslag. Eftersom derivatan av e?® dr 2e?®—vi fir ut en faktor 2 vid derivering—sa kan
vi klura ut att en primitiv funktion till 10e?* ges av 5e2*. Alla primitiva funktioner ges da av
G(r) = 5e** + O, dér C ér en konstant. Det ér litt att kontrollera detta genom att derivera G(x).

Vi séker den primitiva funktion som uppfyller att G(0) = 10. Det ger 5e® + C' = 10 vilket

medfor att C' = 5. Den sokta primitiva funktionen ar alltsa
G(z) = 5¢** +5. O

Observera att det inte spelar roll vilken primitiv funktion som anvénds nér en integral ska
berédknas, den godtyckliga konstanten C paverkar inte resultatet:

b
/ f(z)dzx = [F(z) + C]Z =(F()+C)— (F(a)+C) = F(b) — F(a).

Utifran de grundlidggande elementéra funktionernas derivator (se Avsnitt [3.7.2) kan vi stélla
upp foljande tabell 6ver primitiva funktioner. Har man bra koll pa derivatorna sa kan man enkelt
hitta dessa primitiva funktioner genom att ”tédnka bakldnges”.
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funktion primitiv funktion

0 C' (konstant)
A (konstant) Az +C

1
%, a# -1 ——avtl4C

a+1
r1 In|z|+C
e’ e’ 4+ C
sin x —cosz + C
cos T sinx + C

Ibland kallar man primitiva funktioner for obestimda integraler och skriver

F(z) = /f(x) dz.
Om man séger att man integrerar en funktion men inte har nagra grénser si asyftas att man

bestdmmer den primitiva funktionen. Med denna beteckning blir det l&ttare att skriva ner regler
fér berdkning av primitiva funktioner, vilka dven géller for integraler.

3.8.3. Integrationsregler

Med D som beteckning for derivatan har vi derivationsreglerna
D[f(z) +g(z)] = D[f(x)] + Dlg(z)] och Dlaf(z)] = aD[f(z)].
Fran dessa kan man hérleda motsvarande regler f6r primitiva funktioner:
/ (f(z) +g(z)) dz = /f(x) dz + /g(m) dz och /af(x) dz = a/f(x) dz,

dér a dr en konstant. Man kan alltsa integrera summor termvis och flytta ut konstanta faktorer
for att gora det lite enklare for sig.

Exempel 3.8.7. Bestdm /x3 + 322 + 1da.

Losningsforslag 1. Enligt rdknereglerna géller det att

/x3—|—3x2+1dx:/x3dx+/3x2dx+/1dx.

Vi berdknar de tre integralerna var for sig och far
24
/msdx: ZJrCh /Sxde:x?’Jng, /1dx:x+C3,

dar Cq, Co och C3 ar konstanter. Nar vi lagger ihop dessa tre svar far vi konstanten C; + Co + C3
vilken vi helt enkelt kallar for C. Alltsa har vi att

4
x
/x3+3x2+1dx: Z+m3+m+C.
Vi testar att vi verkligen har fatt fram en primitiv funktion genom att derivera resultatet.

4
D[Z—i—ac?’—i—x—i—C =23+ 322 +1,

vilket &r precis vad vi ville ha. 0
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Nér man har insett hur det fungerar behéver man forstas inte skriva ut att de olika termerna
motsvarar tre integraler. Vi kommer inte gora sa mer. Har foljer en kort och smidig 16sning.

Lésningsforslag 2. Vi har att

4
/:z:3+31:2+1dx: x—+x3+x+0, déar C ar en konstant. O

4
In 2
/ 3e” dux.
Inl

Exempel 3.8.8. Berikna integralen

Losningsforslag. Vi har att

In2
/ 3ewdx:3[eﬂln2—3(61“2—61“1).
1

Inl —
nl

(Det gér ocksé att skriva [3e?

In2 . . .
1 | andra steget ovan.) Eftersom e och Inx dr inverser till
varandra har vi e"? = 2 och et =

= 1. Vi far alltsa att

3(em? ety =3(2-1)=3. O

Exempel 3.8.9. Berikna

(B

/ (2sinz + cosz) dz.
0

Lésningsforslag. Vi har att

w/2 .
/ (2sinz + cosz)dx = [—QCOSZ‘—‘rSli]g = —2cos§ +sing +2-cos0—sin0=3. O
0

Exempel 3.8.10. Bestdm en primitiv funktion till sin x + cos 2.

Lésningsforslag. sinx har en primitiv funktion —cosz. Termen cos2 &r en konstant med en
primitiv funktion (cos2)z. En primitiv funktion till hela uttrycket dr darfor —cosx + zcos2. O

Exempel 3.8.11. Bestdm den primitiva funktionen H(z) till

4 1
h(z) = — — bx2
(z) . T2

som uppfyller att H(1) = 2.

Lésningsforslag. Funktionen 2 = 4z~1 har en primtiv funktion 41n |z| och /2 har en primitiv

funktion ”f;—/; Alla primitiva funktioner till h ges da av

x3 10z2
H(z)=4lnlz| -5 - —=+C =4ln|z| —

372 +C.

P& grund av villkoret H(1) = 2 méste vi ha 4In|1| — 191 + C =2, vilket ger C =2+ 12 = 10,
Funktionen ar .
10z2 16

+ 3
Kommentar: Absolutbeloppet i In || behdvs om x &r negativ—annars r inte logaritmen definierad.
I detta exempel skulle vi kunna strunta i absolutbeloppet. Eftersom A innehéller en kvadratrot av

H(z) =4In|z| —

x sa dr funktionen dnda inte definierad for negativa vérden pa z. O
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Hittills har de primitiva funktionerna vi sékt varit enkla att bestimma, sa snart man har

insett det som star i tabellen pa sida Men normalt sett dr det mycket svarare att integrera
dn att derivera. Eftersom produkt- och kvotreglerna vid derivering ger lite mer komplicerade
svar kan vi inte enkelt anvanda dem baklidnges. For integraler finns tyvéarr inga produkt- eller
kvotregler som man kan ta till {6r godtyckliga produkter och kvoter. Detsamma géller kedjeregeln
for derivata av sammansatta funktioner, den kan inte enkelt vdndas. Det finns till och med
sammansattningar av elementéra funktioner vars primitiva funktioner éver huvudtaget inte kan
uttryckas med elementéra funktioner; ett vanligt exempel ar e’
Kuriosa. Att hitta en primitiv till e dr omojligt om vi begrinsar oss till de elementéra
funktionerna. Det visar sig dock att for integrationsgrédnserna —oo och oo (definitionen av
integrationsgrinserna —oo och oo ryms normalt inom grundkurser i matematik pa hogskolan) ar
integralen mojlig att bestdmmal Det géller faktiskt att ffooo e do = /7. Resultaten kommer
som en naturlig foljdsats fran en sats i matematisk statistik.

Men en typ av sammanséttning kan vi integrera utan besvér: nér en linjar funktion &r
sammansatt med nagon av funktionerna i tabellen pa sida Ett exempel pa detta har vi redan
sett, nimligen funktionen g(x) = 10e3* (i Exempel som har en primitiv funktion 5e2%. I
detta fall &r 2z en inre funktion. Om vi deriverar g(z) skulle den inre derivatan ge en faktor 2,
ndr vi integrerar maste vi kompensera for denna och istéllet dela med 2.

Hér ar tva liknande exempel:

/sin5xdx = %8596 +C

/662“c dz =3e** + C

Sé& lange den inre funktionen &r linjir dr den inre derivatan en konstant och det gar da bra att
dela med den vid integrering. Men man kan inte alls gora sa for sammanséttningar dir den inre
funktionens derivata beror av z, da blir det helt fel (testar man att ater derivera sa ser man att
det blir fel).

Ibland kan man klura ut en primitiv funktion, som till exempel till funktionen k(z) = 4a3ev”.
Detta dr en produkt dir den forsta faktorn, 4z3, dr exakt derivatan av den inre funktionen
2% i faktorn e®'. Det r precis den produkt man far fran kedjeregeln om man deriverar e"”4,
sé K(z) = e + C &r de primitiva funktionerna till k(z). Vi ska inte dgna oss mer at sidana
specialfall hdr. Genom att anvinda deriveringsreglerna for produkt och fér sammanséttning
baklinges kan man hitta vigar att 16sa nagra fler komplicerade integraler; metoder for detta lar
man sig i hogskolans grundkurser.

3.8.4. Att bestimma areor med hjilp av integraler

Vi definierade integraler utifran en areatolkning. Nu ska vi avsluta med att berdkna nagra areor
som begréinsas av funktionskkurvor.

Exempel 3.8.12. Bestdm arean av de omraden som begrinsas av kurvan y = (z+1)(z —1)(z—2)
och z-axeln.

Lésningsforslag. Satt
px)=(@+D)(z-1)z-2)=0*-1)(z—-2)=2> 22—z +2.

Vi borjar med att fa till en grov skiss av arean. Eftersom vi fick polynomet p(z) pé faktoriserad
form ser vi genast att dess skdrningspunkter med z-axeln dr —1, 1 och 2. Det ar dven latt att
rikna ut var grafen skir y-axeln, det ges av y = p(0) = 2. Det ar ett tredjegradspolynom och vi
har alla skirningspunkter med axlarna, fran detta kan vi gora en skiss; se Figur [56] Vi ser att
ytan bestar av tva omraden och vi berdknar den totala arean i tva steg.
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TN

Figur 56: Med en skiss av funktionens graf ser vi vilken area vi ska bestdmma.

Den area som ligger ovan z-axeln ges av integralen av p(x) med granserna —1 och 1,

1 4 3 2
2
/ x3—2x2—x+2dx={x—x—x+2x}

1 2 1 1 -2 1 13 —-19 8
=(--Z-2 o) (-2 42 (=) ) =2 - =2,
<4 3 2 + ) <4 3 2 +2:( >> 12 12 3
Nir vi bestimmer den area som ligger nedanfor z-axeln, dir p(z) < 0, behover vi multiplicera

motsvarande integral med —1, eftersom integralen i detta fall anger arean med minustecken. Med
granserna 1 och 2 far vi

2 4 3 2
2
—/ x3—2x2—x+2dx=—[x = L +2x]
1

Léagger vi ihop de tva delareorna far vi hela arean, det vill sdga

8 5 37
— + — = — areaenheter.
3 12 12
Arean ar alltsa lite mer dn 3—vi kan jamfora med figuren och se att det verkar rimligt. O

Exempel 3.8.13. Bestdm arean A av omradet som begriansas av kurvorna y = sin(x) och
y=sin(2z)da 0 <z < 7.

Losningsforslag. 1 Figur [57] visas kurvorna. Vi noterar att kurvorna skér varandra da z = 0 och

x = % och att ddremellan géller det att sin(2z) > sinz. Arean A ges darmed av arean under
y = sin(2z) minus arean under y = sinz, i det givna intervallet:

5 5 5 9
A= / sin(2zx) do — / sinz = / (sin(2z) — sinz) dz = [_coséz) + cos a:]
0 0 0

0
[ cos (%) ™ cos(0) (5 1y 1 . 1 1 1 1
<2+COS(3)>(2+COS(O) = *54’5 +§*1—1+§*§—1

Som framgar av detta exempel sd kan arean mellan graferna till tva funktioner f(x) och g(z),
dar f(xz) > g(x), berdknas genom att man integrerar skillnaden f(x) — g(z), alltsd ar arean

w3

b
A= [ 5@ - gla)da,
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sin(2x)

sin(x)

1
Figur 57: Vi ritar omradet dér sin(2z) > sinz.

Denna formel géller &ven om funktionerna antar negativa véarden. Vi motiverar detta genom att
visa att det stimmer i féljande exempel.

Exempel 3.8.14. Bestim arean A av omradet som begréinsas av parabeln y = 222 — 5 och linjen
y=2zx+7.

Lésningsforslag. Lat f(z) = 22% — 5 och g(x) = 7+ 2z. Parabeln har ett minimum vid (z,y) =
(0, —5) och linjen som har lutning 2 skér y-axeln i y = 7. Fran Figur |58 4r det tydligt vilken area
vi ska berdkna och att det &r linjen som ligger verst.

10 10
A 5
Az
0

2

N
A «(7
N

2

—3—2\/2 3

Figur 58: Arean som begrinsas av parabeln y = 222 — 5 och linjen y = 7 + 2z.

Vi behover bestimma skdrningspunkterna mellan parabeln och linjen. Dessa ges av 222 — 5 =
7+ 2x, en andragradsekvation med l9sningarna x = —2 och x = 3. Den sdkta arean begrénsad av
kurvorna kan bestdmmas med formeln ovan. Vi far

3 9 3
27 — 222 +12dx = [mz — ga?‘a’ + 12.Z':|
-2

/3 g(:c)—f(x)dx:/3 (7+2x)—(2x2—5)dm:/

=32 233 +12-3 — ((—2)2 - g(—2)3 + 12(—2))

16 125
=2T— | -20+ — ) = —.
(= 3) =5

. =
Arean ar % a.e.
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Men stdmmer detta verkligen trots att en del av arean ligger under x-axeln? For att dvertyga
oss om att det faktiskt blir ratt stdller vi upp ett uttryck fér arean en gang till, men nu behandlar
vi areorna ovan och nedanfér xz-axeln var for sig.

Betrakta forst arean A; mellan linjen och z-axeln 6ver intervallet [—2, 3]. Denna ges av

3
A = / g(z)dz.
—2
(Eftersom detta ar en halv rektangel kan man forstas rdkna ut arean utan att anvinda integral.)
For att fa arean ovan z-axeln ska vi subtrahera de tva sma areorna A och A3 under parabeln.
Vi kallar parabelns skidrningspunkter med z-axeln for a och b. Da ar

a 3
Agz[zf(x)dx och Agz/b f(x)da.

Arean ovan z-axeln ges saledes av A1 — Ay — As.
Nu tar vi itu med arean A, nedanfér x-axeln. Denna ar begrdnsad av parabeln 6ver intervallet
[a, b]. Eftersom f(z) < 0 har s lagger till ett minus, det vill sdga

Ay = —/abf(a:)dx.

Slutligen far vi hela den sokta arean som

(A1_A2_A3)+A4:/Zg(az)dx—/Zf(x)dz—/:f(x)dx—/abf(x)dx.

Integralerna av f(x) ska alla subtraheras, men den sista integralen av dessa (6ver [a, b]) 4r negativ
s& med minustecknet framfor ger den ett positivt bidrag till den totala arean. De tre integralerna
av f(x) 6ver intervallen [—2, a], [a,b] och [b, 3] kan slds samman till en integral med grénserna —2
och —3, vilket ger

/329(30) dm—/_?; f(x)de = /zg(x) ~ f(z)da,

areaenheter. O

just den formel som gav oss svaret %

Vi avslutar med ett sista exempel pa en areaberékning.

Exempel 3.8.15. Bestdm arean A av omradet i forsta kvadranten som &r helt omslutet av
kurvorna y = 22, y = J3 och linjen y = 4.

Losningsforslag. En skiss av graferna gor det littare att se hur vi ska integrera, i Figur [59] ar
omradet markerat. Linjen y = 4 r den 6vre begrdnsningen, men som nedre begrénsning ar det
férst (till véinster) kurvan y = % och sedan (till hoger) kurvan y = 22.

For att hitta integrationsgrianser behéver vi skarningspunkterna. For den forsta far vi ekvatio-
nen 4 = x% Losningarna ér x = :I:%, men det &r bara den positiva l6sningen som vi &r ute efter.
For den andra skdrningspunkten géller z% = 22, vilken har den positiva l6sningen = = 1. Slutligen
for den sista skirningspunkten ska vi ha 4 = 22, som har positiv rot 2 = 2. Sammanfattningsvis
Ar grénserna %, 1 och 2.

Vi bérjar med att berdkna arean under linjen y = 4. Denna é&r helt enkelt en rektangel med

hojden 4 och bredden 2 — % = % S& arean ar
3
R = 3 4 = 6 areaenheter.

Fran denna ska vi dra bort de tva areorna I; och I som &r markerade i Figur |5_§l Den forsta ges

av integralen av y = - Sver intervallet [4, 1], alltsd
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I I
05 1 15 2 25

0.5 1 2.5
Figur 59: Véanster: Omréadet som vi soker arean av. Hoger: De tva areorna I; och I
som ska tas bort.

Den andra ges av integralen av y = x>

over intervallet [1,2], alltsd

2 312 93 13 g1
12:/ xzdx:[x] _ _
1 1

2 1r_8-1 7
3 3 3 3 3
Den sokta aren dr darmed

A:RfllfIQ:Gflf%:§areaenheter

Ovningar 3.8

1. Bestédm alla primitiva funktioner till

2. Berédkna integralerna
(a) fol 22 +3dz
(b) f0_2 e’ —edz

(c) f12 252 dx

3. Beriikna arean som begrinsas av kurvorna y = 22 och y = .

4. Beriikna ff5 |z — 2| dz.
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FACIT TILL OVNINGARNA

Kapitel
Avsnitt |1.1
1.1-(5—4)=0o0ch (=3)(7T+ (-5)(-3+2)) = —36
2. (=1)3=—1och (-1)!2 =1.
3. —(a—b—(a+b)+(a+b)=a+3boch (a+b)(c+d) —cla+b) = (a+b)d.
4. (a+0b)* = (a+0b)(a+b)(a+b) = (a®+2ab+ b*)(a+b) = a® + 3a?b + 3ab® + b>.
5. Vi har likhet for (22)2 = 22°, men inte liket for (23)2 = 82 = 64 # 23’ =29 = 512.
6. Kvot k=15, rest r =2,84 107 =15-7+ 2.
7. 293 —10-17 =123, 123 — 7- 17 = 4. Resten ar alltsa 4.

8. —

Avsnitt |1.2
1. 6, ndmligen 1,2,3,4,6 och 12.
2. 4, talen 2,3,4 och 6.
3. 40, som ges av produkten (=4-2-5)

4. 661 ar ett primtal, medan 133 = 19 -7 och 85 = 5-17. Det foljer att 133 har de positiva
delarna 1,7,19 och 133 och att 85 har de positiva delarna 1,5,17 och 85.

5. Vi har att 1024 = 212 och 1331 = 113.

Avsnitt 1.3

1. 0, eftersom 18 + 7 = 25, som ar jamnt delbart med 5.
2. 64=31

3. Méndag

4. 64-78—-65-101 =52

5.37=17

6. 2204 =11 5
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7. Talen modulo 6 blir

36 + 23 = 5,
36129 4 2186(°8/27100) —¢ 0129 4 21860 = 1,
535 155 =6 (~1)** 4+ 1=-14+1=0.

8. Vi noterar att 5 =3 2 och att 38800 = 30000 + 8800 =3z 8800 = 6600 + 2200 =3 2200 =
2100 + 100 =5 100 =99 4+ 1 =3 1. Alltsa &r 38800-5=31-2 = 2.

9. Om vi raknar modulo 10 far vi att
37120 ElO 7120 — (72)60 — 4960 ElO (71)60 — 1
sa entalssiffran ar en etta.

10. Vi borjar med att studera tiopotenser och noterar att 10° =5 1 och 10! =5 0. Generellt sa
Ar 10" = 101071 =5 0, for n > 0. Lat N = ng - 10° + ng - 101 + -+ 4+ ny - 10* vara ett
godtyckligt tal, dar 0 < n; < 9. Detta tal &r d& kongruent med ny modulo 5, och ng =5 0
precis da ng antingen &ar 0 eller 5.

11. Om Sy, 8n—1,-..,51,80 ar sifforna i talet ¢ kan vi skriva det som s, - 10® + s,,_110""1 +
-++81 - 10 + sg. Eftersom 10 =3 1 sa dr 10™ =3 1® = 1 och alltsa lamnar talet ¢ och dess
siffersumma samma rest vid division med tre.

12. Vi noterar att 10° =; 1 och 10" =;; —1. Detta innebér att om n &r ett jimnt tal, dvs. om
n = 2k for ndgot heltal k, sd har vi att 10" = 10%* = (10%)* =;; 1* = 1. P4 samma vis far
vi om n ér udda, dvs. n = 2k + 1, att 10® = 102! = 10%# . 10' =13 1- —1 = —1. Lat nu
N =ng-10° +ng - 10" +--- +ny - 10¥, dd kan vi se att N =13 ng —ny +ng — -+ (—=1)*nyg,
vilket precis dr den alternerande siffersumman for talet N. Denna &ar delbar med 11 precis
da talet sjélvt ar delbart med 11.

Avsnitt 1.4

1. 1000104
2. 13
3. 10001012

4. Vi kan forst konvertera talet till bas 10, for att sedan konvertera det till bas 4. Vi har att
2013 =2-32+4+0-3"4+1-3%°=19. Om vi konverterar detta till bas 4 observerar vi forst att
42 =16 < 19 < 32 = 43. Eftersom 19 — 16 = 3 blir néista steg att konvertera talet 3 till bas
4, men eftersom 3 < 4 behdver vi inte gora mer dér. Da har vi tagit reda pa att 19 = 16 + 3.
D4 16 = 4% = 1004 och 3 = 34 har vi att 19 = 103,.

5. Vi borjar med att konvertera termerna till bas 10 fér att kunna utfora subtraktion. Vi far
10025 = 1-32+0-3%2+0-3'+2-3% = 27+2 = 29 och 2345 = 2-5%+3-5'+4-5 = 50+15+4 = 69.
Alltsa far vi att 10023 —2345 = 29—69 = —40. Talet 40 i bas 8 &r 40 = 5-8 = 5-8'4-0-8° = 505.
Alltsa blir svaret 10023 — 2345 = —505g.

6. En etta pa jaimn position bidrar med 2%, och en etta pa udda position bidrar med 2 - 22™
till talet. Det riacker da att visa att tal pa formen 2 - 22™ 4 2%% &r jimnt delbara med 3.
Anvénd nu Avsnitt



Facit 123

Avsnitt |1.5

1. 41/42
2. —20/3
3. 5/2

4. Ja, de ar lika.

5 (a) 3
(b) —9
(€) =35
(d) £

6. Om vi sitter x = 0.09090909 ... s& géller 100z = 9.09090909. ... Tar vi skillnaden, far vi
att 100x — z = 9, sd 992 = 9. Detta ger att = 1/11.
Avsnitt |1.6
1. 26 =64, 43/2 = 8 och 8/3 = 2.
2.5

1

-3
<2) =8 och 9~1/2 =1/3.

w

4. 28/3

7. 2753/24

8. Antag att det finns ett maximalt férkortat brak ¢ sddant att § = V2. Om vi kvadrerar

bada sidorna av ekvationen far vi ‘g—j = 2. D4 foljer det att a® = 2b? vilket innebar att a?

maste vara ett jaimnt tal, och dd maste a vara ett jamnt tal (varfor?). Lat a = 2k, da far vi
a? = (2k)? = 4k? = 2b%. Dividerar vi bada sidor med 2 far vi 2k? = b?, vilket innebér att
dven b% méiste vara ett jimnt tal, och d& ocksa b. Detta &r en motsigelse eftersom vi antog
att % var maximalt forkortat. Darmed ar /2 inte ett rationellt tal.

Avsnitt |1.7]
1 (2—4)+ (3+4i) =5+3i
2. 21-(2—20) =4+ 4i
3.(1+2)(2— L) =3+1%
4. 3—-2i)(4+i—(6—2i)) =13i
5. Vi har

. 3
z+w=3—%, z—wzl—l—;,
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Im oz —w
Ze
1 1
oz
‘ __Re
1 2 3
[ ]
24w
—1 ow
oz W
_2 |1
6. 10 =—1, 4" = —4, i'2=1och '9% = 1.
7. Re(z) = =2, Im(z) = 2.

8. Vi borjar med att leta efter ett monster genom att undersoka de forsta termerna i sekvensen.

Vihar att 21 =0, 20 = 02 +i =4, 23 = i>+i = —1+1i, 24 = (-1 +i)2+i= —i,
25 = (—i)? +i = —1+1i = z3. Om vi fortsiitter si ser vi att det finns ett ménsterm dér om n
ar jamnt ar z, =4 men om n ar udda ar z, = —1 + 4, for n > 2. D& kan vi dra slutsatsen

att z111 = —1 44 och déirav blir avstandet fran origo | — 1 44| = v/2.

Avsnitt |1.8

1.

2.

1002 - 998 = (1000 + 2)(1000 — 2) = 1000% — 22 = 999996.

(a) @

(b) L
(¢c) =b—=
(d) &3¢

. Vivet att z -z = |2|? och |3 + 4i|? = 3% + 42 = 25.

. Forlang braket med ndmnarens konjugat. Vi far

1 2—3¢ 2—-3 2 -3

= =+ —i.

2+3i (2+3i)(2-3i) 22+32 13 13

22+ 1=(z+9)(x—1i), z2+9>

9Som man bér bevisal

= (z +iy)(z — iy).
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Kapitel

Avsnitt

1. Ja, polynom &r uttryck pa formen a,z™ + a,_1x

ag =3 och a; =0 for alla 7 > 1.

2. (a) —
(b) z=1xz=-3
(¢) z= =—4
3. (a) 1, némligen z = —2.
(b) 2, ndmligen x = —1 och = = 3.
)

(¢c) 0, detta polynom har enbart komplexa rétter.

4. ¢, a, b, d, e (med respektive grader: 5, 3, 2, 0, —oc0

n—=l 4 ...

)

+ asx? + a1z + ag. I detta fall &r

5. (a) z=1,2=-5
(b) x=—-% =+ ﬁ
(¢) == 5i27i
6. (a) a>—1/4
(b) a > —49/60
7. Polynomet har rétterna z = 0, z = ¢ och z = —i. Eftersom alla reella tal &r komplexa tal sa

kan ett polynom aldrig ha fler reella &n komplexa rotter.

8. Borja med att sitta x = iy, da fas p(iy) = 4i(iy)> —

12(iy)? +5i(iy) — 15 = dy3 +12y% —5y—15.

Nu letar vi efter rotterna till p(iy) for att sedan hitta rétterna till p(z). Genom att anvinda
oss av rationella rotsatsen far vi fram att y = —3 &r en rot. Vi utfor polynomdivision med

(y+3) och far att p(iy)

= (y+3)(4y? —5). Nu Iéser vi 4y> — 5 = 0 och far rotterna y =

V5
+¥5

Nu har vi rétterna till p(iy), men det ar rotterna till p(z) vi ar ute efter. Eftersom x = iy

ser vi att rotterna dr x = —37 och = = :téi.

9. Kvadratkomplettera!

Avsnitt

1. (a) Kvot: z + 2, rest: 3.
(b) Kvot: 3z + 2, rest: —14x + 1.
(c) Kvot: 322 + 11z + 31, rest: 105z + 38.
(d) Kvot: z + 1, rest: 0.

(e) Kvot: & — 5, rest: 1722 + 172 + 17.
(f) Kvot: 0, rest: x°.
2. Sant eftersom p(2) = 0.
3.3 +a2? -2z -2=(z+1)(z—
4. Saknar heltalslosningar.
5. k = —4 med kvoten 22 — 2z + 8 eller k =
6. x = %

7.1,2,3,4,5

\/5)(30 + \/5) Rotterna ar saledes —1,v/2 och —v/2.

2 med kvoten z2 — 2z + 2.
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8.

10.

11.

Vi vet att A(z) = k1(z)q(z) och B(z) = ka(z)q(z) s& A(z) + B(z) = (k1(z) + k2(x))q(z).
Alltsd dr summan jamnt delbar med r(x) ocksa.

(a) Kan faktoriseras med hjilp av konjugatregeln som (z — 2)(z + 2), och har rotterna
T = £2.

(b) Kvadreringsreglerna ger faktoriseringen (z — 3)2, och polynomet har alltsi dubbelroten
T =3.

(c) Faktorisera forst ut = s& att vi far x(2? + 4z + 4), sedan anviinder vi kvadreringsregeln
och far z(z + 2)2. Hér kan vi avliisa att rétterna ir z = 0 och z = —2.

D& z #r en faktor i bada termerna far vi 22 + iz = z(z + 1), som vi kan se har rotterna
z=0och z=—i.

Om 2 och 5 ar rotter till polynomet kan vi skriva polynomet som k(z — 2)(x — 5) enligt
faktorsatsen, dir k &r en konstant. Men vi vet att koefficienten framfor 22 ska vara 1, sa vi
maéste ha att k = 1. Om vi multiplicerar ihop parenteserna far vi 2 — 7z + 10, och om vi
jamfor med x2 + ax + b sa kan vi lisa av att @ = —7 och b = 10.

Avsnitt

1.

2.

3.

4.

a=8/7ochb=2/7.
x=-1/2 ochy=11/2.
a=17/4 och b = 3/4.

Om z + 2y = 5 kan vi multiplicera bada led med 3 och fa 3x + 6y = 15. Detta kan inte
vara sant samtidigt som den andra givna ekvationen (3z + 6y = 14) géller. Alltsa saknar
systemet 16sning.

. Vi har att eftersom p(—z) = —p(z) att p(—2) = —p(2). Dérmed foljer det att resten

da& vi dividerar med (z + 2) & —4. Vi kan nu skriva p(z) = (22 — 4)q(x) + r(z), dir
r(z) = ax + b for nagra konstanter a,b. Vi har att p(2) =4 = (4 —4)q(2) +r(2) = 2a+b och
p(—2) = —4=(4—4)q(—2) + r(—2) = —2a + b. Vi far da ett ekvationssystem, 2a + b = 4
och —2a + b = —4. Detta har 16sningen b = 0 och a = 2. Alltsa &r resten r(z) = 2z.

Avsnitt

1.

2.

7.

8.

. Koefficienten framfor z°2 &r noll och koefficienten framfor 10 &r (30).

7! = 5040
5-4-3=60
() =84
. (5) =35 och (}2) = 66.

4

. Summan blir 1,2, 4,8, 16,32, .... Sambandet &r att summan i rad ¢ &r 2¢~1.

Ledning: Valj x = y = 1 i binomialsatsen.

Vi delar upp i fyra olika fall.

Fall 1. Mésterloppan é&r levande kanonkula. I sadana fall finns det 5 loppor som kan vara

jonglorer och 6 st som kan vara clowner. Det finns da (g) sétt att vilja 2 jonglorer pa.
For clownerna kan du vélja detta pa (i) sétt. I detta fall finns det alltsa: (g) (i) =150
sitt att vilja artister for din cirkus.
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Fall 2. Mésterloppan &r jonglor. I sddana fall finns det 5 loppor som kan agera levande

kanonkula och du kan vélja en av dessa pa 5 sétt. Efter detta har du da 4 som kan
agera jonglorer, och du behover ytterligare en, sa 4 olika séatt att vélja detta pa.
Slutligen véljer vi av 6 mojliga clowner 4 stycken. Sa vi har 4 -5 - (Z) = 300.

Fall 3. Misterloppan ér clown. I sadana fall finns det (3) = 5 sitt att villja en levande

kanonkula pa, och sedan (;L) = 6 satt att vilja 2 jonglorer pa. Slutligen, finns det

(g) = 20 sétt att vélja 3 clowner pa. Det blir totalt 6 - 5 - 20 = 600 olika uppséttningar.

Fall 4. Mésterloppan upptrader inte - sin celebritet till trots. Det finns da (?) = 5 sitt att

9.

10.

11.

véalja kanonkula pa, (3) = 6 sitt att valja jonglorer pa efter du valt kanonkula och
slutligen (2) = 15 sdtt att valja clown pa. Sammanlagt blir det 6 - 5 - 15 = 450 olika
uppsattningar.

Nu summerar vi detta och far att det finns totalt 150 + 300 + 600 + 450 = 1500 olika,
uppsattningar.

(a) Det riacker att bestimma hur manga foljder av ldngd 3 det finns. De resterande
siffrorna bestdms ju av de tre forsta. En siffra kan véljas pa 10 olika sétt, enligt
multiplikationsprincipen far vi da 10 - 10 - 10 = 1000 méjliga palindrom av ldngd 6.

(b) Den forsta och sista siffran ska vara lika, denna kan vi vélja pa 10 olika sdtt. Den
andra och nést sista siffran ska vara lika, denna kan vi ocksa vélja pa 10 olika satt. Till
sist maste vi vélja mittensiffran och detta kan goras pa 10 olika sétt. Det resulterar
enligt multiplikationsprincipen i 10 - 10 - 10 = 1000 méjliga palindrom av langd 5.

(a) Valet av troja, byxor och hatt dr oberoende. Enligt multiplikationsprincipen far vi da
sammanlagt 3 -2 -5 = 30 olika kombinationer.

(b) Jonas har redan bestdmt sig att ha svarta byxor och en gul troja. Det som &ar kvar ar
att véilja en hatt. Det finns 5 olika slags hattar, alltsd kan han vélja sina klader pa 5
olika satt.

(¢) Totalt finns det 30 olika sitt att vélja mellan de olika kldderna enligt (a). Enligt (b)
finns det 5 olika sdtt att gora det forbjudna”valet, dvs. kombinera svarta byxor med en
gul troja. Vi kan subtrahera dessa forbjudna val fran det totala antalet kombinationer
och far 30 — 5 = 25 kombinationer.

Vi anvénder oss av nagonting som kallas principen for inklusion-exklusion. Vi borjar med
att rdkna hur manga sétt det totalt finns att béra dessa kassar pa. Vi ser da att det for
varje kasse finns fyra hinder att vilja pa, sa detta ger 47 sitt. I detta fall har vi helt klart
raknat med for mycket—vi vill ju att ingen hand skall vara tom.

Vi forsoker subtrahera antalet sétt som vi kan distribuera kassar om en hand far vara
tomhént. Ordna hidnderna sa att du kan tala om den forsta, resp. andra, tredje och fjarde
handen. Om den forsta handen &r tom finns det 37 sétt at distribuera kassarna pé, samma
med den andra, tredje och fjirde handen. S& om vi betraktar 47 — 4 - 37 kan vi frestas att
tro att detta ar antalet siatt att distribuera vara kassar pa sa att ingen hand ar tom. Men
tdnk om bade den forsta handen och den andra handen &r tomhénta? Vi subtraherade ju
dessa tva ganger, en gang i det forsta scenariot da hand nummer 1 var tom, och en annan
gang da hand nummer 2 var tom. Alltsa har vi subtraherat en gang for mycket. Pa liknande
sédtt, att hand nummer 2 och 3 &r tomma har vi subtraherat bort 2 ganger, och samma for
de andra hénderna.

Vi forsoker déarmed lagga till dessa. Forst véljer vi tva hénder som far vara tomma pa
(3) = 6 siitt. Det finns d& 27 sitt att distribuera ut kassarna, om dessa tva skall vara tomma.
S& om vi adderar till det: 47 — 4 -37 4+ 6-27 , dr vi d& firdiga? Nej. For tink om hand 1, 2
och 3 #r tommal! I detta fall si har vi rilknat med det en gang i 47, tre ganger i 4 - 37 (d&
hand 1,2 eller 3 &r tom), och tre ginger i 4 - 27 (dd hand 1 och 2, eller hand 2 och 3, eller
hand 1 och 3 &r tomma). Sammanlagt har vi alltsd riknat med detta 1 — 3+ 3 = 1 gdnger.
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Men vi vill ju inte rédkna med detta ndgom gang. Alltsd maste vi subtrahera i de fall da
detta intréffar.

Antalet satt som 3 hinder kan vara tomma pa ar (g) = 4. Det finns da 1 satt att dela
ut resten av kassarna pa, ge det till den stackars handen som kvarstar. Alltsa totalt 4
sitt som 3 hinder kan vara tomma pé& och kassarna kan distribueras. Nu har vi alltsa
47 —4-37 +6-27 — 4 = 8400 sitt. Detta ar det slutliga resultatet.

12. Eftersom D vill sitta brevid A och A vill sitta brevid antingen B eller C, s méaste A sitta
mellan D och antingen B eller C. Vi far alltsa tva kombinationer av godkénda larare brevid

A, och beroende pa ordning kan dessa tva fall delas in i vardera tva delfall. Vi far alltsa de
fyra kombinationerna { DAC,CAD, DAB, BAD}.

Sedan placerar vi ut den av B och C som inte redan satt sig, vilket gar att géra pa ett enda sétt
for vart och ett av vara fall; brevid sin kompis. Vi far ordningarna { DACB, BCAD, DABC,CBAD}.

Slutligen placerar vi ut person E, vilket gar pa endera av dndarna for varje fall, alltsa 2 sétt
per fall. Vi far da 2 - 4 = 8 sitt.

Avsnitt [2.5]
1. (a) {1,2,4,5,6,10,100,101}
(b) {2,6,10}
(¢) {1,4,100}

2. Ja. Varje rationellt tal kan skrivas pa formen a/b, dir a och b ér heltal och dar b ar nollskilt.
3. Detta ér alla jamna tal mellan 2 och 198. Det ar 99 sadana tal.
4. {10* | a € Z}

5. Detta ar alla primtal samt talen 0 och 1. Det ar ju precis dessa som &r de naturliga tal som
inte dr en produkt av tva heltal som bada &r storre én 1.

Avsnitt

1. (a) Ja, alla tal storre 4n 1 ar ocksa storre an 0.

(b) Nej, z kan vara ett tal som &r storre &n 0, men mindre &n 1, t.ex %
(c) Ja, det enda icke-negativa talet vars kvadrat &r 1, &r talet 1.
)

(d) Ja, produkten av tva tal som ar positiva eller noll garanterar att produkten av dem
ocksa &r positivt eller 0.

(e) Ja, liknande resonemang som ovan.

Kapitel
Avsnitt |3.1

1. Vérdeméngden éar {a, b} och funktionen &r inte injektiv eftersom det finns tva element som
avbildas pa a.

2. Funktionen f dr bade surjektiv och injektiv. Varje heltal tréiffas, och det triffas av exakt ett
tal. Funktionen ¢ &r injektiv, men den &ar inte surjektiv—det finns inget naturligt tal a sa
att g(a) = 0.

3. Funktionen f &r bade injektiv och surjektiv, eftersom varje element i Z ”triffas” precis en
gang.

4. g(a) = a®. Funktionen g r inte injektiv, till exempel dr g(—1) = g(1). Funktionen ir inte
heller surjektiv, till exempel finns inget a sa att g(a) = —1.



Facit 129

5. (a) Definitionsméngden for h &r {1,2,3,4,5}

(b) Alla element i malméangden {a, b, c} maste “traffas” for att h ska vara surjektiv, sa vi
kan till exempel lata h(1) = a,h(2) = b,h(3) = ¢, h(4) = a, h(5) = b.

(c¢) Alla element i malméngden far inte “triffas”, sa vi kan till exempel 1ata h(1) = h(2) =
h(3) = h(4) = h(5) = a.

(d) Nej, det &r “for fa” element i malméngden. Om exempelvis h(1) = a,h(2) = b,h(3) = ¢
sd finns inga fler unika element vi kan ge h(4) och h(5).

6. a=c, =2

7. (a) Tillatet

(a)

(b) Tillatet
(c) Ej tillatet
)
)

(d) Tillatet

8. (a) For att man ska kunna definiera en sammansatt funktion maste den inre funktionens
malméangd vara lika med den yttre funktionen definitionsméngd. Enligt uppgiften &r
g:s definitionsméangd lika med f:s malméngd. Alltsa kan vi bilda g(f(a)). Diaremot
gar det inte att definiera f(g(a)) eftersom g:s malmingd inte dverensstammer med f:s
definitionsméangd.

(b) Enligt uppgiften dr f:s malméngd lika med R. Darfor maste f(n) vara reellt for varje
n i f:s definitionsméngd. Diarmed kan vi inte ha att f(n) = 2 + 3i. Diremot ligger 27
i f:s malméangd, si det dr mojligt for oss att definiera f sa att f(n) = 27 {6r nagot
n € N.

9. f(g(z)) =g(z)+2=2x+2o0ch g(f(x)) =2f(z) =2x + 4.

10. (a) Eftersom f(3) =15, f(5) = 25, f(6) = 30 och f(7) = 35 s4 &r virdeméangden lika med
{15,25,30,35}. f(z) ar injektiv eftersom alla varden avbildas pa skilda virden, men
inte surjektiv eftersom virdeméngden bara &r en delméngd av malméngden R.

(b) Vérdeméngden ar alla reella tal eftersom det for varje reellt tal b finns ett reellt tal a
sddant att f(a) = b. Detta medfor att f ar surjektiv. f(x) ar dven injektiv eftersom
f(a) = f(b) medfor att 5b = ba eller a = b.

(¢) Med samma resonemang som i (b) ser vi att virdeméngden R &r och att f(z) ar
injektiv. Daremot ar f inte surjektiv eftersom mélméngden C innehaller virden som
inte finns i virdeméngden R.

(d) Vérdeméangden kan skrivas som 5z | € Z . Lite eftertanke visar oss att virdeméngden
bestar av alla tal som &r delbara med 5. f(x) ar ej surjektiv eftersom inte alla heltal &r
delbara med 5, men den &r injektiv med samma resonemang som i (b).

11. (a) Ej surjektiv da inga negativa tal antas. Funktionen &r inte heller injektiv da exempelvis
f=1)=f1) =1
(b) Funktionen &r inte surjektiv da exempelvis 0 inte ligger i virdeméngden. Daremot ar
funktionen injektiv. Antag att g(a) = g(b), d& foljer —a — 3 = —b — 3 vilket innebér
att a = b.

(c) Alla reella viarden antas inte av funktikonen sd den ar ej surjektiv. Med liknande
argument som i (b) kan vi visa att den ar injektiv.

(d) Vi har att 7(z) = f(g9(z)) = (—z — 3)? = 2% + 62 + 9. Funktionen &r ej surjektiv da
den bara kan anta viarden 6ver 16 (eftersom definitionsméngden dr R, ). Funktionen
ar strikt okande pa sin definitionsméngd vilket medfor att den dr injektiv (notera att
detta inte hade varit fallet om definitionsméngden hade varit hela R).
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(e) Vi har s(z) = f(h(x)) = (—/x)? = |z| = z. Vi kan ta bort absolutbelopped eftersom
definitionsméngden &r Ry. Om vi antar att s(a) = s(b) s& betyder det att a = b sa
funktionen &r injektiv.

12. Att skapa en funktion till de naturliga talen kan ses som ett séitt att skapa en sekvens av
elementen i definitionsméngden. I vart fall kan vi skapa sekvensen ett, minus ett, tva, minus
tva, osv, och lata position "noll” i sekvensen tas av noll. Vart s:te element i sekvensen blir
alltsd —s/2 om s dr jamt och (s+ 1)/2 om s ar udda.

Om vi vander pa det och ordnar ett tal » hamnar det pa plats 2n — 1 i sekvensen om n &r
positivt, och —2n om n ar negativt. Skapa alltsa funktionen f :7Z — N sa att

2n—1ommn >0
fn)=< —2nomn <0

0omn=0.

Det ar uppenbart att funktionen dr bade injektiv och surjektiv da vi har skapat funktionen
genom att definiera en sekvens.

Avsnitt

1. Fran véanster: (a) Inte injektiv, (b) inte surjektiv, (c) varken injektiv eller surjektiv, (d)
inverterbar, se nedan.

Avsnitt

1. (a) Satt f(z) =1 — z. DA blir méngden av alla punkter (z,y) av reella tal som uppfyller
x 4+ y =1 lika med grafen till f(x).

(b) Eftersom bade (1/v/2,1/v/2) och (1/4/2,—1/+/2) ligger i méngden maste det gélla att
f(1/v/2) = 1/v/2 och att f(1/v/2) = —1/v/2. Men d& ir inte f nagon funktion och
allsa kan inte punktméngden vara grafen till nagon funktion.

(c) Eftersom bade (1,1) och (1,—1) ligger i médngden maste det gélla att f(1) =1 och att
f(1) = —1. Men daé &r inte f ndgon funktion och allsa kan inte punktméngden vara
grafen till nagon funktion.

2. Dessa grafer ska ritas: y = 22, y = (v — 1)%, y = 22 + 1 och y = (—2)?(= 22).

3. Se Figur

4. f~1(x) = x/2. Definitionsmingden, virdemingden och mélmingden ir R.

5. f~Y(x) = (z — 5)/3. Definitionsméngden, virdeméngden och malmingden &r R.
6. y=u1x/2+11/2.

7. y=10x/9 4 25/3.

8. (a) z=3



Facit 131
51
4]
3|
9 |
11
R NS
-2
Figur 60: Grafen till f(z) =22+ 22 dd 2 <1 och 2z + 1 d& = > 1.
(b) z=1
9. 6.
10. A =1In(2)/T.
11. (a) x=-1
(b) t=1
(c) saknar 1sning.
12. (a) =4
(b) =3
(¢) o1 =2,29 =5.
13. 65/24
14. Genom att siitta x = —1 far vi ekvationen y? = —1 4+ 4 — 1 = 2, vilket ger att (—1,/2),

(—1, —+/2) #r punkter pa kurvan. Genom att sitta z = 3 fir vi ekvationen y? = 27—12—1 =
14, vilket ger att (3,+/14), (3, —v/14 dr punkter pa kurvan.

Avsnitt

1. (a) o >-7
(b) z < —3ellerz > 1
(c) x >2eller z = —2.

2. Skirningspunkterna ir (—3/2 — v/21/2,4 + v/21) och (—=3/2 +v/21/2,4 — \/21). For x <
—3/2 — V212 eller x > —3/2 + v/21/2 giller att f(z) > g(x).

x=9/4.
Finns inga losningar.

z=2ochz=6.

A T

Losningarna ar foljande:

(a) 21 =1och a3 =-1

Losning saknas.
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Avsnitt

1.

2

. Vi har att
1 3

(a): sin(—30°) = —5 (b): sin(420°) = §7 (c): cos(—720°) = 1.

. Igrader: v = £45° +n-360°, samt v = £135° +n-360°, dir n € Z. I radianer: v = =7 +n-27
och v = :i:%’r +n - 2w, dir n € Z. Detta kan kort skrivas som v = 7 +n - 3, dir n € Z.
. Vi har att
1 23 2 51
(a): sin% = (b): sinTﬂ = —g, (c): COST7T =0.
. Vi vill 16sa sin(z) = £1/3/2. Losningarna ges av
2 4 5

z—i—n-?ﬂ, —W+n~2777—7r+n~27r7 samt —ﬂ+n~27r, dar n € Z.

3 3 3 3
. Funktionen f(z) = 2+ 3sin(mz/2) har virdeméngden Vy = [—1,5]. Vi vet att uttrycket

sin(7z/2) antar alla mojliga vérden i intervallet [—1, 1] d& = varierar 6ver de reella talen.
(Funktionen antar definitivt virdena —1 och 1, och eftersom sinus-funktionen ar kontinuerlig
antas dven alla virden dér emellan).

Minsta vérde som f(x) kan anta &r dd 2 —3 = —1, och storsta vérdet ar 2+ 3 = 5. Eftersom
f ocksa ar kontinuerlig, sd antas alla virden i hela intervallet [—1, 5], s& detta ar funktionens
vardeméngd.

. Talen pa polar form ar

1+i:\@(cos£+isin%>, 17i:\@(cos<f%)+ism(fﬁ)),

weamgrnd) b))
1= 0082 (2> 9 5 B —2 COS B (2> B .

Avsnitt

1.
2.

10.

Svaret &r 1. Anvand att cos(0) = 1 och bmmﬂ —1daz—0.
S5zt + 42 — x—g + 6z

. 2cos(2x) — 2sin(2z)

. 0, vilket foljer direkt fran sambandet 1 = sin? x 4 cos? .

(a
(b

2
1
(c) 5-

o

410(=20 - 49)

a) Minimum i 10, funktionsvirde —110, maximum i —1, funktionsvérde 11.

)
)
)
(a)
(b)

Minimum i 2, funktionsvarde —4, maximum i —10, funktionsvérde 152.

. Tangentens ekvation ar y = 23x — 31.

. (1,10) &r lokalt maximum och (4, —17) &r lokalt minimum.
L x = % och z = %.
Rita grafen. Notera sedan att det ar ett hopp fran —1 till 1 vid punkten x = 0. Detta

betyder att funktionen ej dr kontinuerlig i punkten x = 0 och ddrmed inte deriverbar dar.
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Avsnitt

L (a) T 4+%+C
(b) In(jz]) = 3 +C
(c) 5 +C
() 22 427+ C
(e) eaz+b _|_O

2. (a) ¥
(b) =1+ % +2e
(c) 16\/7572.

3. For att ta reda pa nir kurvorna skir varandra sitter vi z = 22, vilket uppfylls av z; = 0

och 7o = 1. D& x ligger mellan 0 och 1 s& ligger kurvan y = x ovanfér kurvan y = 2, se
Figur Alltsa ska vi berdkna arean A = I; — I, dar

1Y

o
1

Figur 61: Kurvan y = 22 och linjen y = x.

1 271 1 391
1 1
Ilz/xdxz[x} =— och Igz/x2 dx:[x] = -,
0 2]y 2 0 3]y 3

vilket ger
o 3-2 1

A=IL -1, =

1
3723 6

DN | =

4. Vi har att ff5 |z — 2| dz = 29. Dela upp integralen pa tva intervall—ett dér | — 2| =z — 2
och ett dar |z — 2| = —(x — 2).
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absolutbelopp, [T9]

absolutbelopp av komplext tal, [02]

analysens huvudsats, [I1]]
andragradsekvation,
argument av komplext tal,

bas,

binomialkoefficient, (Z) ,
binomialsatsen, [47]

bindra talsystemet,

cirkelns ekvation, [67]
cosinus, cosv, 84

definitionsméngd,

delare, 5] [7]

delméingd,

delméngd, C,[1]

derivata, [99]
kedjeregeln, [102]
kvotregeln,
produktregeln, [101]
regler,

deriverbar funktion,

ekvivalens,
enhetscirkeln,
exponent, [3]
exponentialfunktion,
extrempunkt,
extremvirde, [I03]

fakultet, [44]

falska losningar, [52]
funktion,
funktionsgraf, [62]
forkortad form, [T5]
forstagradsekvation,

grad,
graf,
gransvérde, [94]

heltal, [I]
hypotenusa, [81]

imaginéra enheten i, 22]

implikation,
inflektionspunkt, [T04]
injektiv,

integral, [T10]
integrand,
integrerbar, [T10]
intervall,

invers, B9
inverterbar,
irrationella tal, [I9]

katet,
kombination, [5]

komplexa tal,
komplexkonjugat, [26]
kongruens, [9]
konjugatregeln, [24]
konkav,

kontinuerlig funktion, [9§]
konvex,

kubregeln, [40]
kvadratkomplettering,
kvadreringsreglerna, [24]
kvot,

linjéar ekvation, 29]

linjirt ekvationssystem,
linjért uttryck, 29
logaritmfunktion,
logaritmlagar, [74]

lutning,

modulo, [9]
multiplikationsprincipen, [43]
malméngd,

méngd,

naturliga logaritmen,
naturliga tal, N, [I]
nédmnare, [T5]

obestdmd integral,
om och endast om, [3§]
ordnat urval, [44]

parabel, [62]
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Pascals triangel, [48]
perfekt tal,
periodisk funktion,
permutation, 4]
polynomekvation, [30]
polir form,

poléra koordinater, [92]
positionssystem, [I3]
positiva heltal, Z, ,
potenser, [3] [I9]

pq-formeln, [32]
primitiv funktion,

primtal, [7]
olagligt, [7]
prioriteringsregler, [4]

radianer,
rationella tal, Q, @
reella tal, R,

rest, [
rita linjens ekvation, [69]

sammansatt funktion,

sammansatt heltal, [7]

sinus, sin v, 84

skissa graf,

sluten,

snitt, 50|

standardvinkel,
tabell,

stationdr punkt, [I03]

summasymbolen, >, [46]

surjektiv,

tal

jamnt, [5]

udda,
talbas, [I3]
tangens, tan v, [84]
tangent, 08
teckentabell,
terasspunkt, [I03]
tillhor (i en méingd), €,
tredjegradsekvation,
trigonometri, [8]]
trigonometriska ettan, [87]
taljare,

undersumma, [T09]
union, [50]

z-axel, [6]]
y-axel,

oversumma, [I09]
dkta delare,
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